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Cette lecon est la deuxieme partie sur les nombres complexes. La premiere partie a été traitée en S6.

I) Représentation graphique

Chaque nombre complexe peut €tre associé a un point du plan muni d’un repere
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(0, e1, e3) orthonormé.
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A tout nombre complexe z = x + iy, on associe le point M de coordonnées (x, y)
qu’on appelle image du complexe z = x + iy. On le note souvent M(z).
Inversement, a tout point M du plan de coordonnées (x,y), on associe son affixe
Z = x + iy que I’on note souvent z,,.

Enfin, A tout vecteur % = x?f + y?z) de coordonnées (x,y) dans le repere (0,?1),?2))
est associée une affixe z; = x + iy.

N

A z = 2 — 5i correspond le point M(2; —5) et réciproquement. L’affixe du point M
est le nombre complexe z.

La droite passant par O de vecteur directeur e; est appelée 1’axe réel (ou axe des
réels) du plan complexe (cet axe correspond a 1’axe des abscisses).

La droite passant par O de vecteur directeur e; est appelée 1’axe imaginaire (ou axe
des imaginaires) du plan complexe (cet axe correspond a 1’axe des ordonnées).
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1. Laffixe du point 7'(4; —3) est le complexe z; = 4 — 3i.
2. I’image du complexe z = i — 3 est le point M (=3; 1).
3. Dans un plan muni d’un repere orthonormal direct (0;?1),?2)), déterminons

. - 5 > —
I’affixe de chacun des vecteurs suivants : ej, e>, —e;| et —e;.

Ze_f:l g =1 Z—e_f:_l g =

Dans le repere orthonormé (O,?]),Z), notons z4 1’affixe du point A et zp I’affixe du

. —_—>
point B, alors I’affixe du vecteur AB est zg — Za4.

Notons A(xa; y4) et B(xp; yp) alors z4 = x4 + iys et zp = Xp + iyp.

On a 14—B>(XB — Xa;YB — Ya), donc I’affixe du vecteur zﬁ est (xg — x4) + i(yp — ya)
D’autre part, zg — 24 = xp + iyg — (X4 + iya) = X — Xo + i(yp — ya)

Par conséquent, I’affixe du vecteur 1@ est Zz — 24.

L affixe du vecteurA_B> avec A(3;5) et B(5;8) estdonc z = 2 + 3i.

o - > o
Dans un plan complexe, soient les vecteurs u et v d’affixes respectives z» et z-.

- — £ : 1 A
1. Les vecteurs u et v sont égaux si et seulement s’ils ont méme affixe.
O
Autrement dit, 4 = V & 7z = 7.

- = -

2. L’affixe du vecteur somme u + v est la somme des affixes des vecteurs u
ﬁ
et v.

Autrement dit, 753, = 73 + Z3.

3. YA € R, le vecteur A« a pour affixe le produit du réel A par Iaffixe du vecteur

—
u.

Autrement dit, z ;5 = Az5.

+
4. [ estle milieu de [AB] < z; = 2 > ZB.
5. La translation de vecteur @ amene le point M(z) sur le point M’(z’) tel que

7 =z2+2z.

II) Conjugué d’un nombre complexe

A) Rappels

ii)agm@m|

On considere un nombre complexe z = x + iy, avec x et y deux réels.
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté 7 tel que :

Z=x-1iy.

On dit que 7 et 7 sont des nombres complexes conjugués.



B) Interprétation géométrique du conjugué
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Dans le plan complexe, les images de deux nombres complexes conjugués sont sy-
métriques par rapport a I’axe des réels.

Soit z = x + iy un nombre complexe.

Son image est le point M(x; y).

Le conjugué de z est 7 = x — iy, dont I'image est le point M’(x; —).

Les points M et M’ ont la méme abscisse et des ordonnées opposées.

IIs sont donc symétriques par rapport a 1’axe des abscisses, c’est-a-dire I’axe des
réels.

Soit z = 3 + 2i.

Son image est le point M(3;2).

Le conjugué 7 = 3 — 2i a pour image le point M’(3; —2).

Les points M et M’ sont symétriques par rapport a I’axe des réels.

C) Application aux racines des polynomes

Soit P un polyndme a coefficients réels.
Si un nombre complexe z est une racine de P, alors son conjugué 7 est également
une racine de P.
Autrement dit :
P(z)=0= P(z) = 0.

Soit P un polynéme a coefficients réels :

PR) =a 2" + a1 L+ + aiz + ay.
On sait, d’apres les propriétés du conjugué étudiées en S6, que le conjugué d’une
somme est la somme des conjugués et que 7" = (7)".
De plus, les coeflicients a; étant réels, on a a; = ay.
Par conséquent : L
P(z) = P(2).

Si z est une racine de P, alors P(z) = 0.
Ainsi : L
PZ)=P(i)=0=0.

Donc 7 est également une racine de P.
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On considere le polyndme a coefficients réels :
P(z) =7 -2 +4z-8.

Vérifier que 2i est une racine de P. En déduire une autre racine de P.
Ona:

PQ2i) = (2i)° = 2(2i)* + 4(2i) - 8
= -8 +8+8&8 -8
= 0.
Ainsi, 2i est une racine de P.

Puisque P est un polyndme a coefficients réels, son conjugué —2i est également une
racine de P.

III) Module et argument d’un nombre complexe

A) Module
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On considere un nombre complexe z, z = x + iy (x et y réels). Le module de z est le
nombre réel positif ou nul noté |z| et défini par |z] = /x> + y2.

— Si z est Iaffixe d’un point M, le module de z n’est autre que la distance
—
OM : OM = |z|. Par conséquent, si z est I’affixe d’un vecteur AB alors AB =

|z — zal-

— Onalz = Vzz.

— Siz=x+iyestréel (y =Im(z) =0),onalz| = Va2 = |x|. Le module d’un
nombre réel est donc sa valeur absolue, ce qui justifie la notation.

1)Siz=3-4i,alors |zl =5.Siz=9ialors |z = 9.

2) On donne z4 = -1+ 4i et zzg = 2 — i. Notons A I'image de z4 et B
I’image de zp; calculer la distance AB.



1. |zl > O pour tout nombre com-

plexe z

2. lz7=0e=2z=0

3.Si z = x + iy alors |z >
max(|x], [y[)

I. lzZl = Vx2+y*2>0

4. |zZ'| = |zl
Z Z
5. '—' = u (avec 7/ #0)
Zl |z
6. |z+ 7| < |z] + |Z| (inégalité trian-
gulaire)

2. lgd= V2 +y2=0= >+’ =0 x=0ety=0

3. Puisque x?

|zl = max(|x], |y).

< 2+ y2 et y2 < ¥ o+ yz’ on a |x] £ |7 et |y| < l|z|. Ainsi

122 = 2777 = 2772 = 2277 = |27

Comme un module est positif ou nul, on obtient : |z| = |z]|Z’|

5. Pourz #0,0na
2

ZI

Comme un module est positif on obtient :

_ <
7

-
77 |zZ]
|zl

== T @ #0)
Z 17|

6. Pour comprendre 1’inégalité triangulaire, il suffit d’observer cette figure :

On a bien OP < OM + OM’

M(z")

. P(z+2')

_
6

—

et donc |z + 7| < |z + |Z/] 0 &

Soient u et v deux nombres complexes distincts et de méme module r. Comme u et
v ont le méme module et sont distincts, i1ls sont nécessairement non nuls. Montrer

u+v ) .
que est un imaginaire pur.
u—v
Ona:
Ty S .S — = 2 2 2 2
(u+v) u+v uwvu+uvw  |ulv+ up| v+ ur u+v
u—v) u-v wu-—-uw vul?—up? vr:—ur? u-—v

u-+v

Ce qui prouve que
u—v

est un imaginaire pur.
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Pour toutz € Cettoutn € N,on a :

2 p— —_—
|zI” = zz, |z = |zl | -zl =z, 12| = IzI".

La derniere égalité découle de la propriété |z7'| = |z| |Z|.

Applications géométriques des modules

ﬂ)@mmbm‘

Dans le plan complexe, soient A, B et M trois points ayant pour affixes respectives
Za, Zp €t z. On rappelle que :

AB = |zp — zal.

On en déduit les caractérisations suivantes :

1.

Cercle : pour r > 0, le point M appartient au cercle de centre A et de rayon
r si et seulement si
|z —zal =1

Médiatrice : si A # B, le point M appartient a la médiatrice de [AB] si et
seulement si
|z = zal = |z — z5l-

. Triangle isocele : pour A, B et C distincts, le triangle ABC est isocele en A

si et seulement si
lzz — zal = lz¢ — zal.

Triangle rectangle : pour A, B et C distincts, le triangle ABC est rectangle
en A si et seulement si

2 2 2
lzc — z8l" = |z — zal” + lzc — zal".

Ces propriétés découlent de 1’égalité AB = |zp — z4| et des caractérisations géomé-
triques usuelles :

un point appartient a un cercle si sa distance au centre est égale au rayon;
un point appartient a la médiatrice d’un segment si et seulement s’il est équi-
distant de ses extrémités ;

un triangle est isocele en A si et seulement si AB = AC;

un triangle est rectangle en A si et seulement si BC?> = AB?> + AC?, d’apres
le théoreme de Pythagore et sa réciproque.



1. Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que

lz—(2-1)|=3.
8 Il s’agit du cercle de centre A(2; —1) et de rayon 3.
| 2. Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que

lz—=1| =1z = (3 + 2i)|.

Il s’agit de la médiatrice du segment [AB], ou A(1;0) et B(3; 2).

Dans le plan complexe, on considere les points d’affixes z4 = 1 +i,z3 = 4 +i et
8% zc = 1 + 4i. A T’aide des modules, démontrer que le triangle ABC est rectangle
isocele en A.

C) Argument d’un nombre complexe

) IM(z)
I
|

3, |
e :
I
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]
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e arg(z) =(€;0M) 5
= T
0 é

Rappel sur les coordonnées polaires :

On se place dans un plan # avec un repere orthonormal direct (0;?},?2)).

Soit M un point du plan P distinct de I’origine O.

Les coordonnées polaires du point M sont les couples (r; 0) tels que r = OM et 6

g%w est une mesure de I’angle orienté (ej, 0—1\)/[). On se souvient que r est défini de fagcon
unique mais que 8 n’est défini qu’a un multiple entier de 2 pres.

Le lien entre les coordonnées polaires et les coordonnées cartésiennes (x;y) de M

est défini par les égalités : x = rcosf ety = rsiné.

. X .
Et réciproquement r = /x*> + y> et cosf = —, sinf =
Ainsi I’affixe du point M est alors r cos 8 + ir sin @ = r(cos 6 + i sin 6).

Y
—

Soit z un nombre complexe non nul d’image M, z = x + iy (x et y réels). On appelle

ﬁ)é{%ﬂ]‘&h@”r\, argument de z # 0 toute mesure, en radians, de 1’angle (?1) ; 51\7). Si 6 est un
argument de z, on écrit arg(z) = 6 [27].



— Le nombre complexe z = 0 ne possede pas d’argument car, dans ce cas,
I’angle (e; ; 0_]\)4) ne se définit pas.

— Si z est un réel strictement positif, alors arg(z) = 0 [2x]. Si z est un réel
strictement négatif, alors arg(z) = 7 [2r].

— De la méme maniere, un imaginaire pur dont la partie imaginaire est stric-

EJW | tement positive a un argument égal a 5[27r] et un imaginaire pur dont la

partie imaginaire est strictement négative a un argument égal a —5[27'[]. Par
conséquent :

7 €iR & arg() = g (7] (z+0)

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme, dite trigonométrique,
r(cos @ + isin @) avec r > 0 (réel) et 6 € R.

C@P\m Le réel r est égal a |z], et tout réel 6 convenable est appelé argument du complexe z,
noté arg(z).
Le complexe 0 n’a pas d’argument.

1. Le nombre complexe nul n’a pas de forme trigonométrique (puisqu’il n’a
pas d’argument).

2. Un nombre complexe possede une infinité d’arguments ! En effet, si 6 est un
argument de z, tout autre argument est de la forme 6 + 2kr (k € Z). L’unique
argument appartenant a I’intervalle | — ; 7] s’appelle 1I’argument principal.

;—T [27r] ou arg(z) = % modulo 27 pour

%mw | signifier que arg(z) peut étre égal a ;—T mais aussi 2 n’importe lequel des

On notera par exemple arg(z) =

nombres % + 2kmrou k € Z.

3. L’argument d’un nombre complexe n’étant pas unique, il en va de méme de
la forme trigonométrique, contrairement a la forme algébrique.

4. On remarquera enfin que deux nombres complexes non nuls sont égaux si et
seulement s’ils ont méme module et méme argument principal.

Déterminer une forme trigonométrique des nombres complexes suivants : i, 1, —1,

gm\/rtﬂeo R
2 . . ‘s T .. (7
Déterminer une forme trigonométrique de z = -2 [cos (—) + i sin (5)]

5



Soientz,77 € C,z# 0etz # 0.

1.

Conjugué : arg(z) = —arg(z) [2n]

2. Opposé : arg(—z) = arg(z) + n [2n]
3.
4. Produit : arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [2n]

arg(—z) = m — arg(z) [2n]

1
. Inverse : arg (—) = —arg(z) [2n]
%

Quotient : arg (;) = arg(z) — arg(z’) [2n]

. Puissance : Vn € Z, arg(z") = n X arg(z) [2n]

Les trois premieres propriétés se déduisent immédiatement de la figure suivante :

MEZ) L M(=)
G
T 0 \e, E
M=) ] T M)

4. Soit z = r(cos@ +isinf) et 77 = r’(cos @ + isinf’), alors

2z = rr'[(cosOcos @ —sinfsin @) + i(sinfcos§ + cosfsin )]

Vous qui connaissez parfaitement vos formules d’addition, vous en déduisez que

72z = rr’(cos(@ +0) +isin(0 + §))

Ainsi, nous arrivons au résultat capital : arg(zz") = arg(z) + arg(z’)[2n]

1 1
5. et 6. Puisque z X — = 1, on a arg(z) + arg(—) = arg(l) = O [2n]. Ainsi
Z Z

7

1
arg (E) = —arg(z) [2n] et, par conséquent arg ( < ) = arg(z) — arg(z’) [2x].

7. Pour n € N*, une récurrence utilisant la propriété du produit donne

arg(z") = narg(z) [2x].

Sin <0, alors —n € N*,

arg(z") = arg ((%)_ ) = —narg (%) = narg(z) [2n].

Sin=0,onaz’=1etarg(l) = 0[2x].
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Pour multiplier deux nombres complexes non nuls, on multiplie les modules et on
additionne les arguments. Pour diviser deux nombres complexes non nuls, on divise
les modules et on soustrait les arguments.

1) Déterminer une forme trigonométrique de z = —2 V3 + 2i puis de 7 = 3 — 4i. En
o . o Z
déduire une forme trigonométrique de zz’' et de —.
Z

2 2
2) Soitz =3 (cos (—;—T) + isin (—;—T)) etz =2 (cos (?ﬂ) + isin(?ﬂ)). Calculer z7'.

D) Applications géométriques des arguments

Chéoneme
i
ks
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Dans un repere orthonormé direct, soient A, B, C, D quatre points tels que A # B et
C # D. Alors :
Zp — ZC

ZB — <A

(zﬁ, C_l))) = arg( ) [27].

— —_— .
L affixe de AB est zz — 74 et celle de CD est zp — z¢. Par la relation de Chasles sur
les angles orientés :

(AB,CD) = (2,,CD) - (¢,. AB)

= arg(zp — z¢) — arg(zg — z4) [27]

= arg (ZD _ ZC) [27].
B — A

10
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Pour des points A, B, C, D tels que les dénominateurs ci-dessous soient non nuls :

1. SiA # BetA # C, les points A, B, C sont alignés si et seulement si

Zc — <A
ZB — XA

e R.

2. SiA # Bet C # D, les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement
si
Zp —ZC cR.
ZB — XA
3. Sous les mémes hypotheses, (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seule-

ment si
Zp — ZC

€ iR.
ZB — <A
4. Pour A, B, C distincts, le triangle ABC est rectangle isocele en A si et seule-

ment si
iCc — <A . iCc — <A

ZB — ZA ZB — XA

Un quotient de complexes non nuls est réel si et seulement si son argument est nul
modulo 7 : les vecteurs correspondants sont colinéaires. De méme, il est imaginaire

. . g
pur si et seulement si son argument vaut 3 modulo 7 : les vecteurs sont orthogonaux.

Enfin, le quotient vaut =+i si et seulement si les vecteurs sont orthogonaux et de méme
norme, ce qui caractérise un triangle rectangle isocele en A.

Soient A(0;0), B(3;0) et C(0;3).Onazy =0, z5 =3 etzc = 3i. Alors :

2c—24 _ 3i

=1
B — <A 3

Le triangle ABC est donc rectangle isocele en A.

Dans le plan complexe, on donne les points A(1 +i), B(4 +i) et C(1 +4i). Démontrer
a I’aide d’un quotient d’affixes que ABC est rectangle isocele en A.

E) Forme exponentielle

Nous allons voir maintenant une troisieme fagon, fort commode, de noter les nombres complexes.
Soit z un nombre complexe de module r et d’argument 6, alors on a vu que :

z = r(cos @ + isinf)

11



Il s’agit ici de la forme trigonométrique d’un nombre complexe, on choisit d’adopter la notation suivante :

@%W|

%WMQ%|

R |

Formule d’Euler : Pour tout réel 8, on note :

€% =cos@+isind

Ainsi, on obtient :
0

z=re
Cette notation présente de nombreux avantages, en plus d’alléger la notation trigo-
nométrique, si I’on considere deux nombres complexes z et 7 de module r et r’ et
d’argument 6 et #’, alors nous avons vu que le module de zz" est r7’ et I’argument de
77’ est 8 + 8. Observons le calcul suivant :

27 = rer e = rp e — ppt Qi)

On retrouve le module et I’argument du nombre complexe zz’ en utilisant les regles
de calcul sur les puissances.

1. € désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 6 : |?] = 1 et
arg(e”) = 0[2n)

2. Tout nombre complexe non nul z d’argument 6 et de module r s’écrit z = re®,
cette écriture est appelée forme exponentielle. Comme la forme trigonomé-
trique, elle n’est pas unique.

T
i . . i T .. T .
€% =cosO+isin0 =1 €2=COS—+lSIIl§=l

T
; .. —is -7t .. T .
2" = cos2m +isin2r = 1 e 2:c057+zsm7:—z

e =cosm+isinm=—1
donnant la fameuse identité d’Eulere”™ + 1 =0

Le conjugué de ¢ est e = cos@—isin = cos 0 +i sin(=0) = cos (—6) + i sin(—0) =
ot

Une simple transcription des propriétés vues sur les arguments donne alors :

YOetd deRona:
i0

ot €

. . . v s o -\ .
e x ¥ = ez(e+e) i(6-0") ( eze) = ¢ pour 7 € 7

12
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1. Soit z = 3¢'+ et 7’ = Se'1z, donner une forme exponentielle de zz’" et de —
Z

2. Onnotez; = | +ietz = V3 — i. Déterminer les formes exponentielles de
4

71 et z. En déduire la forme exponentielle du nombre complexe z =

F) Formules de Moivre. Formules d’Euler

Chéoreme

£
3. Calculer (1 + i)™
VoeRetVYneZona:
Formules de Moivre :
(cos 8 + isinf)" = cosnb + isinnd (cos @ —isinf)" = cos nf — isinnd

Formules d’Euler :
o 4 o .
cosf) = ——— sinf = ——
2 2i
Utilisons les formes exponentielles :
N i0\" inf .
(cos@ +isinf)" = (e ) = ¢e" = cosnf + isinnf
ce qui prouve la premiere formule de Moivre.
(cos @ — isinB)" = (cos(—0) + isin(—0))" = (e_i")n = ¢ " = cosnf — isinnd
ce qui prouve la deuxieme formule de Moivre.
e?+e™ = cos @+i sin 0+ cos(—0)+i sin(—6) = cos O+i sin+cos —isinf = 2 cos
d’ou la premiere formule d’Euler.
¥ —e™ = cos §+i sin 8—cos(—6) —i sin(—6) = cos O+isinH—cos O+isin 6 = 2isinf

d’ou la deuxieme formule d’Euler.

IV) Cercle unité et racines n-iemes

ﬁ)égmbm
cendle
il

On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeCllg =1}

Les images des nombres de U sont exactement les points du cercle trigonométrique.

13
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lzl

T

Ve
Siz, 7z €U, alors z7’ eUet—eU En effet, |z7/| = |z]|Z'] = 1 ti /' |
Z

3 4
Vérifions que z = 3 + §i appartienta U :

A=Y +(4) = S e
4=\ "5 T Vs

25

Ainsi, z € U.

Racines n-iemes de ’unité

Pour n € N*, les racines n-iemes de I’unité sont les solutions dans C de 1’équation
= 1. On note U, I’ensemble de ces solutions.

Pour tout n € N*, I’équation 7" = 1 admet exactement » solutions distinctes :

2k7!
Tk = e

k=0,1,....,n—1.

Sin > 3, leurs images sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit
dans le cercle trigonométrique.

1. Alors ¥* = 1, d’our = 1, et n6 = 0 [2n].

2k
Ainsi 6 = i pour un entier k. Les valeurs k = 0, ...

Soit z = re" une solution de 7" =
,n — 1 donnent n solutions

n
distinctes ; les autres valeurs ne font que les répéter.

— U, ={1,-1}.

3§ ol iz . ; .
_U3:{1’]’]2}70u]:€3 :_%+Zg ]2:—%—1\/75_
- U4:{1’i’_17_i}-

Pour n > 2, la somme des racines n-iemes de I’unité est nulle :

n—1
21<7r
e"—

k=0

En particulier, 1 + j + j2> = 0 pour les racines cubiques.

14



Posons g = ¢'% . Pourn > 2, ona q # 1l et g" = 1. La somme géométrique donne :
g)é/mmblabim 1=g"
l+g+-+qgt=—L =,
l-gq
% ) Résoudre dans C 1’équation z° = 1 et représenter les six solutions sur le cercle
OCeNCACe trigonométrique.

B) Racines n-iemes d’un nombre complexe

Soient n € N* eta € C*. Sia = re?, avec r > 0, I’équation 7" = a posséde
q p

exactement n solutions distinctes :

P4 N - 0+2kn
C@P\Wﬂﬂ | Zk:rl/"e’T k=0,1,...,n—1.

, =

Sia = 0, ’équation 7" = 0 possede une unique solution : z = 0.

Ecrivons z = pe'#, avec p > 0. L’égalité 7" = a équivaut 2 :
7 pol=r et ne = 0 [2n].
Démemnabnakion
) 6 + 2knm . ) .
On obtient donc p = r'/" et ¢ = —————. En faisant varier k de 0 2 n — 1, on obtient
n

toutes les solutions distinctes.

Résolvons z° = 8i. Comme 8i = 8¢'%, les solutions sont :

2 =26 k=0,1,2.

| ‘ Sous forme algébrique, on obtient :

0 = \/§+l., le—\/§+l., 22:—2i.

1. Résoudre dans C I’équation z* = 16 et représenter les solutions dans le plan
complexe.
%OC@ILCJLC&S 2. Résqudre de}ns C }’équation 7> = —8; donner les solutions sous forme expo-
nentielle puis algébrique.
3. Résoudre dans C I’équation z* = V3 — i.
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