Mathématiques (Cours de M. Barau & environ 95 %) S6MAS5 - Cours

Vecteurs et droites du plan

1. Approche géométrique d’un vecteur (rappels)

Définition 1

Un vecteur est un objet mathématique qui posséde une direction, un sens et une norme.
On le représente généralement par une fléche. Un vecteur permet de dé@)r un déplacement entre deux
points. On note par exemple le vecteur allant du point A au point B par AB.

Remarques

- Cette définition de vecteur n’est pas extrémement solide mathématiquement, mais nous nous en contenterons
au niveau lycée.

- Contrairement a un point, un vecteur n’a pas de position fixe dans un repére.

Notation

La norme du vecteur A4’ se note ||H|| On a: ||H|| = AA.

Propriété 1

Soient A, B, C et D quatre points du plan distincts deux a deux.

AB = DC <= ABCD est un parallélogramme (éventuellement plat)

Définition 2 — Relation de Chasles

On définit la somme vectorielle E + Z?C’ comme étant le vecteur 1TC .

Définition 3 — Produit d’un vecteur par un réel

. —> - ~ —
Soient © un vecteur non nul et £ un réel non nul. Le vecteur noté ku a :

A . . —
e la méme direction que u,
e le méme sens que ¥ si k > 0, le sens contraire si k < 0,

e une norme égale a k x ||u|| si k > 0, & —k x||d]| si k < 0; autrement dit : une norme égale a |k| x ||@]|.

Définition 4

Deux vecteurs non nuls sont dits colinéaires s’il existe un réel k tel que u =kv ou U =ku.

Propriété 2

Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement s’ils ont la méme direction.
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2. Travaux analytiques sur les vecteurs

On se place dans un repére orthonormé (O ;

Propriété 3

On consideére les points A(z4; y4) et B(zp; yg). On a: AB (ZB - ZA)‘
B — YA

Propriété 4
i
Soit 17( ) un vecteur. Sa norme vaut : [|U|| = /2% + y2.
Y

Soient A(z4; ya) et B(xp; yp) deux points. On a : HEH =AB = /(zp —z4)%>+ (yg —ya)?.

Propriété 5

. L (x Ny N ) @ - a1
Soient et v , deux vecteurs. Le vecteur somme u + ¢ a pour coordonnées Lo )
yTy

Propriété 6

[z
Soient u(

N k
) et k € R. Le vecteur ku a pour coordonnées (k x) .
Y

Y

Définition 5

/

/
On appelle déterminant de deux vecteurs u (m) et U (:C ) le nombre réel det (U ; V) =xy —2'y.
Y

Remarque

(V) =

S8

On note aussi  det (

Propriétée 7

Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.

Propriété 8

e (AB)//(CD) — AB et CD colinéaires

e Trois points distincts A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
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3. Vecteur directeur

Définition 6

On appelle vecteur directeur d’une droite A du plan tout vecteur % ayant la méme direction que A.

Remarque

Une droite admet une infinité de vecteurs directeurs, tous colinéaires. AB est un vecteur directeur de la droite
(AB).

A
<6/

Exercice

[ 4 : . . 8 : :
Soit u ( 7) un vecteur directeur d’une droite (d). Le vecteur v ( ) est-il un vecteur directeur de (d) ?

—14,
25,9

4. Equations cartésiennes d’une droite

Définition 7 — (et propriété)

Toute droite A du plan admet une équation cartésienne de la forme ax+by+c=0 aveca, betc
trois réels tels que a # 0 ou b # 0. On note A:ax+by+c=0.

Application

2
Soit la fonction affine f définie sur R par [ :z+—— 3 (8 —5x).

1. Donner I'équation réduite de la droite Dy représentant la fonction f.

2. Déterminer une équation cartésienne de Dy.

Remarque
Les réels a, b et ¢ ne sont pas uniques. Autant que possible, on essaie de faire en sorte que a, b et ¢ soient des
entiers (sans que cela soit obligatoire). Si on reprend l’exemple précédent, on a :

10 16

gsc—i-y—?:O < 10x+3y—16=0

Ainsi 10z +3y —16 =0 est aussi une équation cartésienne de Dy. Dy :10x+3y —16=0
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Propriété 9

) .
e Soit A : ax+by+c=0 une droite du plan. Alors u ( ) est un vecteur directeur de A.
a

e Inversement, soit u un vecteur du plan.
a

Alors, pour tout réel ¢, A : ar +by+c =0 est une droite du plan qui admet @ pour vecteur
directeur.

Remarque

Une droite A du plan peut donc étre définie par deux points distincts A et B de A (ce que l'on sait depuis
longtemps) mais peut aussi étre définie par un point A de la droite et par W un vecteur directeur de cette
droite A.

Application

7
Soient A(5; —2) un point et @ 4 ) un vecteur du plan.

Déterminer une équation cartésienne de la droite A de vecteur directeur @ passant par le point A.

5. Droites paralléles

Propriété 10

Deux droites D : ax +by+c=0et D' :d'x + by + ¢ = 0 sont paralleles si et seulement si ab’ — a’b = 0.

a

Démonstration : Un vecteur directeur de D est u < ) et un vecteur directeur de D’ est v A Ainsi :
= (=V)=0& —bd +at/ =0 abl —ad'b=0.

D et D’ paralléles < U et U colinéaires < det(u,v)

6. Equations paramétriques d’une droite

La droite A passant par A et de vecteur directeur @ peut aussi se noter (A; u).

MeA < AM et u colinéaires.
< JkeR; AM =ku

Définition 8

AM = ku est 'équation vectorielle de A.
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Propriété 11 — (et définition)

Soient A (x4 ; ya) un point du plan et u (g) un vecteur du plan.

M(z;y) € (A; ) <= JteR; AM =tu
r=x4+at

— dteR; {
y=ya+pt

On dit que ce systéme est un systéme d’équations paramétriques ou une représentation paramé-
trique de la droite (A; ).

Remarques
e t est le paramétre. En physique, il représente souvent le temps.

e Une droite admet une infinité de systémes d’équations paramétriques.

e Si {x =zatat ; t € R représente A, alors u @ est un vecteur directeur de A.
y=ya+pt 6

Application
1. Déterminer un systéme d’équations paramétriques de la droite passant par le point A(3;—7) et de

vecteur directeur u 4]

22
2. Déterminer un systéme d’équations paramétriques de la droite (BC) avec B (—6; —11) et C <3; 7)

7. Droites perpendiculaires
Définition 9
Soient deux droites D et A de vecteurs directeurs respectifs % et U.

D perpendiculaire 4 A <= 1 et U sont orthogonaux.

On note également D L A <= u 1L v.
On dit alors que u est un vecteur normal de A et que ¥ est un vecteur normal de D

Remarque
Une droite admet une infinité de vecteurs normaux.

Propriété 12

A:az+by+c=0 < ﬁ(g) est un vecteur normal de A
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Propriété 13

/

/

[T [T - =
Le produit scalaire de deux vecteurs u ( ) et U ( ) vaut :  u-v =x2 +yy
Y (Y

Propriété 14

. N [z
Soient deux vecteurs u( ) et v ( /).
Y Yy

u et U orthogonaux <= 4 -v =0 < z2' +yy =0

Application

(7
Soient A(5; —2) un point et n 4 ) un vecteur du plan.

Déterminer une équation cartésienne de la droite A de vecteur normal 77 passant par le point A.

8. Distance d’un point & une droite
M (xnr 5 ymr) X
A:ar+by+ce=0 "
n (Z) vecteur normal de A

H est le projeté orthogonal de M sur A.
A(za;ya) €A

a(xp —xa) +b(yn —ya) =AH -0+ HM -7
azxy +byy — (axa+bys) =0+ HM -7 car AH L7

—

axrpy +byyy+c=HM -n car A e A

Or HM et 7 sont colinéaires. Donc :
HM -7 =HM x ||f]| (si HM et 7 ont le méme sens) OU HM -n =—HM x ||r|]| (sinon).

laxar + bya + ¢

Dans tous les cas : HM x ||| = |axy +byy +¢| <= HM = M=
n

Propriété 15

M (zpr;ym) et A @ ax+by+c=0 La distance du point M a la droite A est donnée par :

_azy +byy + ¢

d(M; A) = T

Application
M(@O;1) e¢ A:8x—y+7=0. Calculerd(M;A).
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Remarque
Pour calculer la distance entre deux droites paralléles, il suffit de calculer la distance entre un point de I'une
des droites et 'autre droite.

9. Le cercle
Propriété 16
Une équation du cercle € de centre Q(a;b) et de rayon R est :
(x —a)®>+ (y—b)? = R
On peut aussi écrire une équation de cercle sous la forme :
2 2 —
e+ y* —2ax —2by+c=0

avec ¢ = a? + b% — R2.

Propriété 17

Un point M appartient au cercle de diamétre [AB] si et seulement si

MA-ME —o.
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