
Formulaire sur les groupes

1 Ordre d’un élément, ordre d’un
groupe

Définition ( ’ ́́) : soitG groupe1,
x ∈ G. Alors :
Si ∃n ∈ N tq. xn = eG, on dit que l’ordre dex est fini.
L’ordre dex est l’entier MINIMAL strictement positif
tel quexn = eG. On notera :|x| = n
Si @n ∈ N tq. xn = eG, on dit que l’ordre dex est infini

Définition (sous-groupe engendré) : soitG groupe,
x ∈ G. L’ensemble< x >:= {xk, k ∈ Z} est appeĺe
sous-groupe deG engendŕe parx.

Proposition : | < x > | = |x|

2 Générateur, groupes monog̀enes,
groupes cycliques

Définition (́ ́́) : Soit x ∈ G. On dit
quex est ǵeńerateur deG si < x >= G

rem. : siG =< x >, alors|G| = | < x > |

Définition : un groupe monog̀ene est un groupe
engendŕe par uńelément, un groupe cyclique est un
groupe monog̀ene fini (il a donc un ordre).

Soit G monog̀ene. On a donc :∃x ∈ G, G =< x > où
< x >:= {xk, k ∈ Z}
Soit G cyclique d’ordren. On a donc :∃x ∈ G, G =<
x >= {xk,1 6 k 6 n}

Exemples:
(1) (Z, +)=< 1 > et (nZ, +)=< n > donc sont des
groupes monog̀enes, de type finis (mais infinis donc
non cycliques)
(2) (Z�nZ, +)=< 1 > cyclique
(3) Tout groupe fini d’ordre premier est cyclique (4) si
K corps ab́elien,G sous-groupe fini de (K, “ · ”), alors
G cyclique

Définition (̀  ́́) : soit (G, ∗)
groupe2, A ⊂ G. Alors
< A >= {xn1

1 ∗ ... ∗ xnk

k , k ∈ N,ni ∈ Z, xi ∈ A}.
< A > est l’intersection de tous les sous-groupes deG
qui contiennentA.

1Source : Dixmier, Pajitnov, Terracher. Tapée par Gwendal. Mise
à jour le 16/02/2006

On dit queA est un syst̀eme de ǵeńerateur si< A >= G.
Si G poss̀ede un ensemble de géńerateur fini, on dit
qu’il est de type fini.

rem :G fini ⇒ G de type fini. La ŕeciproque est fausse
(ex :Z)

3 Eléments inversibles de (Z�nZ)

On notera leśeléments inversibles3 de (Z�nZ), “ ·”) par :
(Z�nZ)× (Z�2Z)×={1} =< 1 > cyclique

(Z�3Z)×={1,2} =< 2 > cyclique
(Z�4Z)×={1,3} =< 3 > cyclique
(Z�5Z)×={1,2,3,4} =< 2 > cyclique
(Z�8Z)×={1,3,5,7} monog̀ene, pas cyclique, car@x ∈
(Z�8Z) tel que< x >= (Z�8Z)

Remarque: si p premier, (Z�pZ)× = (Z�pZ)∗

4 Sous-groupe normal-distingúe

M est un sous-groupe distingué (ou normal) deG si(si) :
∀g ∈ G, gMg−1 = M

⇐⇒ ∀g ∈ G, gM = Mg

⇐⇒ ∀g ∈ G, gMg−1 = M

⇐⇒ ∀g ∈ G, ∀m ∈ M, gmg−1 ∈ M

⇐⇒ G�M est un groupe pour la loi canonique, ieg1.g2 = g1g2

Exemples:
(1) siG est ab́elien, tous les sous groupes deG sont
normaux
(2) {eG} etG sont normaux
(3) soitφ : G→ H homomorphisme de groupes. Alors
Kerφ est un sous-groupe normal deG
(4) tout sous groupe d’ordre 2 est normal
(5) [G,G] := 〈g.h.g.h−1,g,h ∈ G〉 est un sous groupe
normal (commutateur deG)

L’int ér̂et des sous-groupes distingués est donc qu’il
existe une structure de groupe surG�H telle que :π :

G → G�H
x 7→ [x]

soit un homomorphisme de groupe

(puis th́eor̂eme de factorisation)

2si loi+, < A >= {n1x1 + ... + nkxk}
3On s’int́eresséevidemment aux́eléments inversibles pour la loi

“ · ” (car groupe pour la loi+, donc tous leśeléments sont inversibles).
Elément neutre :1
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5 Groupes syḿetriques

5.1 Décomposition d’une permutation en
cycles

Soit τ ∈ Sn une permutation. Alors il existe une
décomposition deτ en cycles disjoints :
(1) τ = σ1 ◦ ... ◦ σk

(2) σi ◦ σ j = σ j ◦ σi , ∀i, j = 1...k
(3) |τ| = ppcm(|σ1|, ..., |σk|)

5.2 Signature d’une permutation

Soit τ ∈ Sn une permutation. On définit la signature de
τ parξ(τ) = (−1)nbe d′ inversions

-Prop :τ une. Alors ξ(τ) = −1
-Prop :σ un  de longueurk. Alors ξ(σ) = (−1)k−1

-Prop :ξ(σ1 ◦ σ2)=ξ(σ1)ξ(σ2)
-Prop :ξ(σ) = (−1)n−(nombre d′orbite deσ)

5.3 Décomposition d’un cycle en transpo-
sitions

Théorême: tout cycleσ ∈ Sn peut se d́ecomposer en
produit de transpositions :
(x1, ..., xp) = (x1, x2)(x2, x3)...(xp1, xp)

rem : cycle de longueurp −→ décomposition enp − 1
transpositions

Exemple: σ=(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 10
3 4 2 1 8 7 9 11 12 10 5 6

)
Décomposition en cycles disjoints :σ =

(1 3 2 4)(5 8 11)(6 7 9 12)
Décomposition en transpositions :σ =

(1 3)(3 2)(2 4)(4 5)(5 8)(8 11)(6 7)(7 9)(9 12)
Ordre :|σ| = ppcm(4,3,4) = 12
σ11 = σ −1 = (1 4 2 3)(5 11 8)(6 12 9 7)

6 Actions de groupes

Action de groupe : soit (G, ◦) un groupe,E un ensemble.
Une application∗ : G × E → E vérifiant les conditions
ci-dessous est appelé action deG surE

1. (g1 ◦ g2) ∗ x=g1 ∗ (g2 ∗ x), ∀x ∈ E, gi ∈ G

2. eG ∗ x = x, ∀x ∈ E

Exemples d’actions:
(1) S3 sur (Z�2Z)3 :
σ ∗ (x1, x2, x3)=(xσ−1(1), xσ−1(2), xσ−1(3))
(2) Sn sur{1, ...,n} : σ ∗ (i)=σ(i)
(3) Sn sur (Rn : σ ∗ (x1, ..., xn)=(xσ(1), ..., xσ(n))
(4) G surG par conjugaison :g1 ∗ g2 = g1 ◦ g2 ◦ g−1
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Trois exemples d’actionsdeS3 surS3 :
(1) action triviale :σ ◦ τ = τ
(2) action par translation :σ ∗ τ = σ ◦ τ
(3) action conjugaison (automorphisme. intérieur) :σ ∗
τ = σ ◦ τ ◦ σ−1

7 Divers

– Orbite dex : Ox={g ∗ x, g ∈ G}

– Stabilisateur dex : S tx={g ∈ G, g ∗ x = x} (sous-
groupe deG)

– Centre deG : Z(G)={g ∈ G, ∀h ∈ G, hg = gh} (c’est
un sous-groupe distingué-normal)

– G = Sn. Support deσ ∈ Sn(E) : supp(σ) = {x ∈
E, σ(x) , x}

Remarque: si y ∈ Ox, alorsOy = Ox

8 Formule des classes

Soit∗ : G × X −→ X

8.1 Action transitive

Si l’action est transitive :

Cardinal de l’orbite=
cardinal du groupe

cardinal du stabilisateur

|X| =
|G|
|S tx|

où x ∈ X

8.2 Action non transitive

Si l’action est non transitive :
Cardinal de X=somme des cardinaux des

orbites=
∑
x∈X

|G|
|S tx|

, où S tx : stabilisateur dex

8.2.1 cas particulier : Action par conjugaison

Si G fini, |G| = |Z(G)| +
n∑

i=1

|G|
|S txi |

où xi ∈ Oi avecO1, ...,On les orbites tq.card(Oi) > 1
Z(G) est le centre dex dansG pour l’action de conjugai-
son :Z(G) = {g ∈ G,gx= xg}={g ∈ G,gxg−1 = x}

Plus simplement :|G| =
∑

x∈ systeme de representant(1)

|Ox|

= |Z(G)|+
∑

x∈ systeme de representant(2)

|Ox|

où x ∈ systeme de representantsous entend qu’il ne
faut pas compter deux fois les mêmes orbites
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Exemple: S3 = {Id, τ1, τ2, τ3, σ, σ 2}

Z(G) = OId = {Id}
Oτ1 = {τ1, τ2, τ3}=Oτ2 = Oτ3
Oσ = {σ,σ2}=Oσ2

DoncS3 =
∑

x∈{Id,τ,sigma}

=|Z(G)|+
∑

x∈{τ,sigma}

=

|OId | + |Oτ1 |+|Oσ|=1+3+2=6

9 Théorême de factorisation

9.1 Décomposition canonique d’une appli-
cation

Soit f : E −→ F une application,R la relation
d’équivalencef (x) = f (y), s l’application canoniques :

E → E�R
x 7→ [x]

. L’application s est surjective, l’ap-

plication i est injective, et on a :

On écrit souvent cela sous forme de théor̂eme :
Théorême: Il existe une unique applicationh deEE�R
dans f (E) telle que f = i ◦ h ◦ s. Cette application est
bijective.
Si u est unélément deE�R, son image parh s’obtient
en choisissant un représentant quelconque deuet en pre-
nant son image parf .

9.2 Décomposition canonique d’un homo-
morphisme de groupes

SoitG1, G2 deux groupes,f un homomorphisme deG1

dansG2. Nous supposeronsG1 ab́elien (commutatif).
Alors Ker( f ) est distingúe-normal, et on a :

Si de plus,f est surjective, on a :

Rappel : f surjectiveie Im( f ) = f (G1)

9.3 Décomposition canonique d’un homo-
morphisme d’anneaux

Soit A1, A2 deux anneaux,f un homomorphisme de
A1 dansA2. Nous supposeronsA1 ab́elien (commuta-
tif). Alors Ker( f ) est distingúe-normal, etKer( f ) est un
idéal deA1, et on a :

Si de plus,f est surjective, on a :
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