Formulaire sur les groupes

1 Ordre d'un 'elément, ordre d’un on dit queA est un systme de grérateur sk A >= G.
Si G pos®de un ensemble degerateur fini, on dit
groupe gu'il est de type fini.

Definition (oroRE p'uN ELEMENT) : SOitG groupe, rem :G fini = G de type fini. La &ciproque est fausse
x € G. Alors : (ex:2)

Sidn e N tg. X" = ez, on dit que I'ordre de est fini.
L'ordre dex est I'entier MINIMAL strictement positif
tel quex” = es. On notera |x| = n 3 Eléments inversibles deZ,/nZz)
Sifin e N tg. X" = eg, on dit que I'ordre de est infini
On notera leglements inversiblésie ./nZ),“-") par :

X X __ —_ i
Définition (sous-groupe engergr: soitG groupe, (2/mz)* (2/22)*=\1} =< 1> cyclique

x € G. Lensemble< x >:= {xX, k € Z} est apped (Z/37)*=(1,2} =< 2 > cyclique

sous-groupe dé engende parx. (Z/47)*={1, 3} =< 3 > cyclique

(z/5Z)*={1, 2 3,4} =< 2 > cyclique
(z82)*={1,3,5,7} monogne, pas cyclique, cax €
(z8z) tel que< x >= (Z/8Z)

Proposition: | < x> | = |X|

2 Genérateur, groupes monognes
groupes cycligues

Définition (ELEMENT GENERATEUR) : SoitX € G. On dit 4 Sous—groupe normal_diSting@
quex est gerérateur deés si< x >= G

' Remarque: si p premier, &/ pZ)* = (Z/ pZ)*

M est un sous-groupe distinggou normal) d& si(si) :
rem. : siG =< x >, alors|G| = | < X > | ¥geG,gMgt=M

L — VgeG,gM= Mg
Définition : un groupe mona@ne est un groupe )
engende par urélement, un groupe cyclique estun &= Y9€ G, gMg ™" =

groupe monogne fini (il a donc un ordre). = VgeG,Yme M,gmgte M

Soit G monogne. On a donc3x € G, G =< X > ol <= G, M est un groupe pour la loi canonique, ig:.6; = 0102

< x>={XkezZ)

Soit G cyclique d'ordren. On a donc dx € G, G =< Exemples:

x>={X,1<k<n) (1) siG est alglien, tous les sous groupes@esont
normaux

(2) {es} et G sont normaux

(3) soitg : G - H homomorphisme de groupes. Alors
Kerg est un sous-groupe normal Ge

(4) tout sous groupe d’ordre 2 est normal

(5)[G,G] :={(g.h.g.h™%, g, h € G) est un sous groupe
normal (commutateur d@)

Exemples:
(1) Z, +)=< 1> et (nZ, +)=< n > donc sont des
groupes monognes, de type finis (mais infinis donc
non cycliques)
(2) (Z/nZ, +)=< 1 > cyclique
(3) Tout groupe fini d’ordre premier est cyclique (4) si
K corps aklien,G sous-groupe fini dek, “ - ), alors
G cyclique Lintérét des sous-groupes distirggu est donc qu'il
existe une structure de groupe $aw'H telle que i :
G — G/H soit un homomorphisme de groupe
X [X]
(puis tteo@me de factorisation)

Définition (sYSTEME DE GENERATEUR) : SOit (G, *)
groupé, A c G. Alors

<A>= {x *xk keN,n €Z,x €A

<A>est I mtersectlon de tous les sous-groupesde

qui contiennenA. Zsiloi+, < A>= {nyxq + ... + M)

30n s'interesseevidemment auklements inversibles pour la loi
1Source : Dixmier, Pajitnov, Terracher. Eppar Gwendal. Mise “ -” (car groupe pour la loi, donc tous leglements sont inversibles).
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5 Groupes synéatrlques Trois exemples d’actionsde Sz surSs :
(1) action triviale ocor =1
5.1 Décomposition d’'une permutation en (2) action par translations 7 = oot
cycles (3) action conjugaison (automorphisme &neur) o
T=cotoo !
Soit T € S, une permutation. Alors il existe une
decomposition de en cycles disjoints :

(1) tr=010...00 7 Divers
(2) cgioogj=0jo0i,Vi,j=1.k
) Il = ppenfiodl, ..., lokl) — Orbite dex: Ox={g* X, g € G}

5.2 Signature d’une permutation — Stabilisateur dec: St={g € G, g * X = x] (sous-
groupe des)

Soitt € S, une permutation. Onéfinit la signature de

7 paré(r) = (—1)nbe dinversions — Centre dé5 : Z(G)={g € G, Yh € G, hg = gh} (c’est
un sous-groupe distinganormal)

-Prop :7 unetransposition. Alors £(r) = -1

-Prop :o- uncycte de longueuk. Alors &(o) = (-1 — G = S,. Support der € Sy(E) : supfo) = {x €

-Prop :£(o1 0 02)=¢(0r1)é(02) E.o(X) # X

-Prop Zf(O') — (_1)n—(nombre dorbite deo)

Remarque: siy € Oy, alorsOy = Oy

5.3 Décomposition d’un cycle en transpo-

sitions 8 Formule des classes

Théoréme: tout cycleo € S, peut se écomposer en
produit de transpositions :
(X1, .o Xp) = (X1, X2)(X2, X3)...(Xpy» Xp)

Soit+ :Gx X — X

8.1 Action transitive
rem : cycle de longueup — décomposition erp — 1

transpositions Si I'action est transitive :
. o cardinal du groupe
Cardinal de l'orbite- - —

Exemple: o= cardinal du stabilisateur

123 456 7 8 9 10 11 1

342187911 12 10 5 6 |X|=§oﬂxex

IS &

Décomposition en cycles disjoints o =
(1324)(5811)(67912) 8.2 Action non transitive
Décomposition en transpositions o = _ N
(13)(32)(24)(45)(58)(811)(67)(79)(912) Si I'action est non transitive :
Ordre :|o| = ppcni4,3,4) = 12 Cardinal dGe X=somme des cardinaux des
cMl=0"1=(1423)(5118)(61297) orbites:Z % ol St, : stabilisateur de

xeX

6 Actions de groupes . . .
8.2.1 cas particulier : Action par conjugaison
Action de groupe : soitG, o) un groupeE un ensemble. G|
Une application: : G x E — E vérifiant les conditions Si G fini, |G| = |Z(G)| + Z —
i=1

ci-dessous est apfiehction des surkE . — IS& )
ou x; € O; avecO;y, ..., Oy les orbites tqcard(O;) > 1
Z(G) est le centre d& dansG pour I'action de conjugai-
1. @10G) * X=01 % (P * X), YXEE, g €G son :Z(G) = {g € G,gx = xgl={g € G,gxg* = x}

2. g+ X=X VYX€e€E

_ Plus simplement|G| = Z |O«
Exemples d'aCUOgnS: xe systeme de representéhx
(1) Sz sur Z2z2) : = Z(G)|+ Z 1O«
E;;kéxl, Xi};_(S):(:}(T_l(l)’ )Eq)—l(z),(_))(g—l(g)) Xe systeme de representé2y
nsur{l,..,n}: o= (i)=c(i
(3) S SUM R : 07 % (X1, +res X0)=(Xer(2)s s Xor(r) ou X € systeme de re pre_sentfﬁmus ent(_and gu'il ne
(4) G surG par conjugaisongs * g, = g © gz © g;* faut pas compter deux fois lessmes orbites



Exemple: Sz = {Id, 71, 72, T3, 0, 0 2}

Z(G) = Oy = {Id}
Oy, = {11,712, 73}=0;, = O; ) o
O(,l _ {{0,10_22}:(33}02 2 : Si de plus,f est surjective, on a :
DoncS; = Z =1Z(G)|+ Z =
xefld,r,sigma xefr,sigma

|04l + |0y, |+0,|=1+3+2=6

9 Theéoréeme de factorisation

9.1 Décomposition canonique d’une appli-
cation

Soit f : E — F une application,R la relation Rappel: f surjectiveie Im(f) = f(Gy)
d’'équivalencef (x) = f(y), sl'application canoniques ;

E — E/R . Lapplications est surjective, I'ap- , .\ . ,
x [ PP : P93 Décomposition canonique d’'un homo-

plicationi est injective, eton a : morphisme d’anneaux

Soit A;, A, deux anneauxf un homomorphisme de
A; dansA,. Nous supposerond; akelien (commuta-
tif). Alors Ker(f) est distingé-normal, eKer(f) est un
idéal deAq, etona:

On écrit souvent cela sous forme dé&tieme :
Théoréme: Il existe une unique applicatidndeEE /R
dansf(E) telle quef =i o ho s. Cette application est
bijective.

Si u est unéléement deE“R, son image pah s’obtient
en choisissant un reggsentant quelconque det en pre-
nant son image pafr.

Si de plus,f est surjective, ona:

9.2 Décomposition canonique d’'un homo-
morphisme de groupes

SoitG, G, deux groupesf un homomorphisme dé;
dansG,. Nous supposeron§; akelien (commutatif).
Alors Ker(f) est distingé-normal, eton a :



