Expos 9 : Division Euclidienne dari.
Unicité du quotient et du reste. Applications.

Prérequis' :

-Majorants, minorants, plus petit €lément, plus graédnent

-Théoreme : toute partie non vide danajorée (repect. minorée) admet un plus grand élenmesp(un
plus petit €lément).

-Diviseurs

-Sous groupes

INTRODUCTION : lOrsque I'on éfectue une division de deux entiers relatifs a la calcdatrelle #fiche tres
souvent un nombre a virgule. Ici, on étudie une divisiortipaliere ou n’interviennent que des entiers.

1 Division Euclidienne

1.1 Division Euclidienne dansz

Theoreme: Soient @, b) € Z x Z*. |l existe un unique coupley(r) € Z x N tg.a=bq+r, avec
o<r<|b

preuve: -Existence: supposon® > 0 et poson$B = {k € Z, tel quekb < a}

B est une partie non vide d&(car sia > 0, alors Oc B, et sia < 0, alorsa € B).

B est majorée pamax(0, a) doncB admet un plus grand élémespui vérifiegb < a < (q+ 1)b (donc

gb <a<bg+bdoncdr e Ntg.a = bqg+ r pour leq préecédemment déterming)

Lorsqueb < 0 on se raméne au cas précédent awd®q + r = b(—q) + r. Dans tous les cas, on a prouvé
I'existence deg e Z etr e Ntel quer =a-bg, dou 0<r < |b|.

-Unicité: soient €, 1), (,r’) € (ZxN) telsquea=bg+reta=bq +r avec0<r < |bjet0<r’ < |b|.
Ona:b(q-q)=r-r donclb.lg—q|=Ir—=r'|or|r—r'| <|bl,dou 0< |g—q]| < 1 (carb# 0), d'ou
q=q etr =r’. O

Définition : L'opération ainsi définie, associant au coueh] le couple ¢, r) est appelée division
Euclidienne dea parb.
a est appelé le dividendé,le diviseur,q le quotient et le reste.

Remarque: sir = 0, on dit queb divise a, queb est un diviseur da, quea est un multiple dév, et on
notebla
1.2 Division Euclidienne dans\

Théoreme: Soient @, b) € N x N*, |l existe un unique coupley(r) e N x N tq.a = bg +r, avec
O<r<ghb

preuve :
-Existence posonsB = {k € N, tel quekb < a} apres idem.
-Unicité : idem.

I’exposé a été tapé et présenté a Bordeaux(4) [80IED05 par Gwendal Haudebourg. Mis & jour 1¢@12007.



2 Applications

2.1 Algorithme d’Euclide

Théoréme: soienta, b € (Z*)?. L'ensemble des diviseurs communa &tb admet un plus grand
élement.

Définition : soienta, b € (Z*). Le plus grand diviseur communegetb est appel&ged de @, b), et on
note le notepged(a, b) oua A b.

Théoreme(p’EucLibg) : soienta, b, g, r non nuls. Alorsa = bg + r = pgcd(a, b) = pged(b, r).

preuve: (du theoreme d’Euclide)

pgcd(a, b)|b donc pged(a, b)|bg, pgcd(a, b)ja etr = a — bg donc pged(a, b)|r d’ou pged(a, b)|pgced(r, b)
car pged(r, b) est le plus grand diviseur communm atb.

De mémepged(b, r)|b, pged(b, r)|r donc pged(b, r)bg ora = bg + r donc pged(b, r)|a, pged(b, r)|b
doncpged(b, r)|pged(a, b) d’'ou I'égalité. |

On en déduit I'algorithme d’Euclide damé pour la recherche dpgcd(a, b) oua, b sont des entiers non
nuls :

Soient @, b) € (N*)%. 3!(qgy, r1) € N2tq.a = bgy + r1, 0 < r1 < b (division Euclidienne)

-sir; = O alorspged(a,b) = b

-siry # 0 alorspgcd(a,b) = pged(b,r1) (theoréme d’Euclide)3!(gp, r2) € (Z*)2 tq. b = rigp + ro,
O0<ry<r

On construit ainsi une suite.), deN strictement décroissante et minorée (par 0), dtlne N tq.rg # 0
etr1 =0.

De plus, on a (théoreme d’Euclideyicd(a, b) = pged(b, r1) = pged(ry,ro) = ... = pged(ry, rke1) = e
(ie dernier reste non nul).

Exemple: a = 93 etb = 66 93= 66 x 1 + 27 d'ou pgcd(93, 66) = pgcd(66, 27)

66 =27 x 2 + 12 d’ou pgcd(66, 27) = pged(27,12)
27=12x 2+ 3 d'ou pged(27,12) = pged(12,3) = 3
12=3x 4+ 0dou pgcd(93,66) = 3

2.2 Numération en baseb € N — {0, 1}

Théoreme: pour toutx entier naturel non nul, il existe un unigquee N et un uniquen + 1-uplets
X0, ..., Xn € N tel que :
1. x,#0

2.¥i=0..n,0< X <betx=xg+bx; +...+b"x,
Définition : on noterax = X ¥n-1...X0", C'est 'écriture en bask de x

preuve(Théoréme) : Soik = bgg + rg, 0 < rg < b (division euclidienne de parb)

Onagp < E < xcarb> 1, doncggb < X < bx
Jo = baz + r1 ou 0< rp < b (division Euclidienne dejp parb)
Demémey; < bz < gpcarb > 1 etr > 0 (cargb < g1 < o1 < qibetgib < gp < qob)

Dol gp+1 < POp+1 < Op < Gp-1 < ... <G1 <o



On définit ainsi une suitegf), strictement décroissante d’entiers positifs (car fiactue des divisions
Euclidiennes dans deq; parb). Donc il existene Ntq.q, =0
X =bgo + ro = b(gib + ry) + ro = b2qy + bry +rg = b?(bgy + r2) + bry + ro = b3gp + b?ro + bry +rg

=b"gn_1 + b" g + ..+ bry+1g

Orgn_1 = bgn + rh etgn = 0, gn-1 # O (sinon on s’arréte avant) dong # 0 etq, = Iy

doux=b"r,+b" 1 +...+bry+rg

d'oux =rV¥i € {0, ...,n} or 0< r; < b (division Euclidienne) ek, # 0, donc on a bien le résultat
souhaité. m|

Exemples

Ecriture en base 3 de 85 (que I'on note atﬁs}f))

85=28x3+ 1 (qo = 28)

28=9x3+1(p=9)

9=3x3+0(=23)

3=1x3+0(gz=1)

1=0x3+1(gs =0, on s’arréte)

donc 85= 10011 engalses@lozm. Onabien: 85 3 x1+3¥x0+32x0+3x1+Px1.
E:lr(isture en base 4 di&5 4

16 =1x16'+6x16°=22=1x4%+1x41 +2x4° =112

2.3 Sous-groupes dé€Z, +)

Theoreme: tous les sous groupes dg, ¢) sont de la formenZ, +), ne N

3 Complements

3.1 Preuves

Théoréme: soienta, b € (Z*)?. L'ensemble des diviseurs communa &tb admet un plus grand
élément, notégged(a, b).

preuve: soit D cet ensembleD est non vide car|a et 1b, donc 1€ D.
|a est le plus grand diviseur dedonc tout élément d® est inférieur dal.
D est donc une partie non vide et majoréeZd&lle admet donc un plus grand élément. m]

Théoreme: tous les sous groupes dg, ¢) sont de la formenZ, +), ne N

preuve: SoitH sous-groupe d&

SiH ={0},onaH =0.Z

SiH # {0}, dc # 0 tel quec € H et—c € H (carH groupe), dondd contient au moins un élément
strictement positif.

Si on considére 'ensembld® := {x € H, x > 0}, cet ensemble est non vide car contieou —c, et est
un sous ensemble @& DoncH* est un sous ensemble non videNledonc contient un plus petit
élémentn (carN minorée par 0). On a dore> 0.

¥xe H,3(q,r) e ZxN,x=nq+r, 0<r < n(division Euclidienne de parn), doncr = x— nq or

x€ H,nqg e Hdoncr € H. Sir > 0, alorsr € H* etr < nabsurde!

Doncr = 0 etx = ng, doncH* c aZ, a€ N doncH c az.

Réciproquement, si on considere un élemerdigl est clairement dankl (puisqueH sous groupe de
Z), doncH = aZ. O



3.2 Remarques

Dans la division Euclidienne "classiqudig n’est pas forcement le multiple diee plus proche da (ex :
a=5Db=39g=1r =2 bg=3moins proche de 5 que63 x 2).

Dans la division Euclidienne "classique”, si on remplacedadition 0<< |b| par|r| < |b| (donc avec
r € Z ie peut &tre négatif), il N’y a plus unicité du couptgr) (ex: 10= 3«3+ 1 =43 - 2). Par
ailleurs, on a le corollaire suivant :

. o b
Corollaire : pour tout coupled, b) € Z x Z*, il existe un couple (q,r) tel que= bq + r et|r| < %

remargue : on obtient ainsi le multiple dk le plus proche de, mais on perd l'unicité (quand| = %

ex:10=4x2+1=4x3-2)
Si on dfectue les divisions Euclidiennes successives de cetteaneainin obtient un algorithme
d’Euclide "amélioré” (ie tend plus vite vers lagcd).

On deéfinit le pged(a, b) lorsque(Z*)? car (Q0) n'a pas de plus grand diviseur. Comme convention, on
posepged(0,0) = 1 (?)

M éthode de @&termination des quotients et du reste (la descente de Fermat)

Soient g, b) € N x N*

-sia < b, alors le couple () est le couple (quotient, reste) cherché

-sia > b, soitq; € N* tel quebqg; < a. On poser; = a—ba;. Siry < b, (g1, r1) est le couple recherché.
Siry > b, soitgy € N* tel quebq, < rp et on pose, = ri — bap.

Siry < b, le couple ¢1 + O, r2) convient, sinon, on recommence...

On construit ainsi deux suiteg)n et (rn)n tq. Sir, = b alorsq,,, est tele québgn1 < ry, etrppr =
I — BOns1

La suite ¢,)n est strictement décroissante dahsdonc il existe un rang pour lequelr, < b, donc ¢n)n
est une suite finie, eg{ + ... + gn, rn) est le couple recherché.

3.3 Comentaires-comptments du professeur Z.

On peut dans cette lecon étudier d'abord les sous groupdg,d), puis définir lepged(a, b) et le
ppcm(a, b) par :

Ya,be N x N*, Ald € Z tq. aZ + bZ = dZ. d s'appelle lepgcd dea etb

Ya,be Nx N* dlme Ztq.azZ(\bZ = mZ. ms’appelle leppcmdea etb

Autre définition possible :
d est appel&gcd(a, b) si(si) dja, d|b et sid’|a, d’|b alorsd’|d
m est appelépcm(a, b) si(si) m multiple dea et deb, et sim multiple dea etb alorsm’ multiple dem

On peut définir voir la division Euclidienne daiscomme :
Théeoreme: Soient @, b) € ZxN*. Il existe un unique coupla(r) e ZxNtq.a=bqg+r,avecO<r <b



