Expos 8 : €rie statistiqu& deux variables nuamiques. Nuage
de points assoei Ajustement fiine par la nethode des moindres
cartes. Droite de@&gression. Applications.

Prérequist : -Série statistique a une variable numeérique et semétts caractéristiques (variance, écart type, e
-Equation de droite dans le plaffiae euclidien
-Trinbme du second degré : forme canonique, minimum

Niveau : Terminale ES

Motivation : on envisage ici le cas ou deux caracteres a la fois sa#rebs (taille et age d’'un groupe
d’enfants, superficie et rendement d’'un ensemble de chajnpgbks’agit alors de séries statistiques
doubles. Le probleme qui se pose est alors de savoir sitexjlobalement une relation entre les va-
riables statistiques ainsi définies. Si c'est le cas, kissitdien parle alors de corrélation entre les variables.

Contexte: nous étudions le cas de deux variab¥est Y observés simultanément sur une méme popula-
tion de taillen > 1.

1 Seérie statistiquea deux variables

1.1 Présentation du probEme

Exemple : on sélectionne 10 personnes inscrites a un deafggmation. Avant le début de la formation,
ces stagiaires subissent une éprefvetée de 0 a 20. A l'issue du stage, une épreBidentique a la
premiere est notée aussi de 0 a 20. Les résultats saamades dans le tableau suivant. Quantifier, si
elle existe, une corrélation entre les deux caractéres.

Epreuve A| 3|4 | 6 | 7| 9 | 10| 9 11|12 13
EpreuveB| 8 | 9| 10| 13| 15|14 | 13| 16| 13| 19

1.2 Definition
Définition : soitQ = {wx, ..., w,} une population de tailla. On dit que “deux variablesX etY définissent
surQ une série statistique doubl® (yi)1<i<n, avecX(w) = X et Y(w) = Vi, lorsque :

1 x1 <X <...<X (ouy; <y < ... <Ypn mais pas forcement les deux en méme temps)
2. X(Q) et Y(2) ne sont pas des singletons
3. les couplesx, Yi)i<i<n SOnt deux a deux distincts

, 1\ . 13
Consquence moyenne deX)ici<n : X = = Z Xi, variance dexX)ici<n : V(X) = = Z(X‘ -%)?
n n &

i=1
, 15, <
ecart type dex)icien 1 o 1= VWX = 4= > (6 =%
i=1

Dans I'exemple X = 8.4,y = 13,0 = 3.1686,0y = 3.16228 (calculatrice)

1Sources : Sabine, Blandine. Tapé par Gwendal Haudeb@alis& avec[eX. Mis a jour le 0307/2007.



1.3 Représentation graphique : nuage de points

Définition : dans un repere othogona]),(_i>,_j>), on appelle nuage de points de la série statistique
(%, ¥i)1<i<n 'ensemble des pointsl; de coordonnéesx{,y;). Le pointG de coordonnées(y) est
appelé point moyen du nuage.

remarque : G est l'isobarycentre du systéeme de poifig}1<i<n, carG = bar{(My; 1), ..., (Mp; 1)}, donc
1w 1v _
G(- Zl Xi = 21] W=(.3)

Dans I'exemple : ficher le nuage de points associé a la calculatrice.

1.4 Parametres d'une €rie statistique double

Définition : on appelle covariance du couplg, {Y) le réel not&Cxy ou oy, ou encorecov(X, Y) :
1 n
C [ =XV =V
xv = ;m )% - )
Propri étés:
l n
1. Cxy = ﬁ(; XiYi) = Xy

2. ¥(a,b,c,d) € R* cov(aX + b, cY + d)=a.cov(X, Y)
3. |Cxyl € ox.oy, avec égalité sisi les pointd; (X, y;) sont alignés

preuve: (3) par définition de la varianc&# € R, V(AX +Y) > 0. Or

VX +Y) = 2 (06 v = AR = 9P=2 DA =)+ (4 = =V 21Cy+V(Y).
i=1 i=1



CommeX(Q2) n'est pas un singleton par hypothé¥¢x) n’est jamais nul. Il s’agit donc d’un trindbme
du second degré, positif ou nul pour tout réetlonc son discriminant est négatif ou nul (car ne change
pas de signe), ie Qxy)? — V(X)V(Y) < 0, d'oll|Cxy| < oxoy.
De plus, Cxy)? = VIX)V(Y) © A =0 & Jdg e Rtq. V(10X + Y) = 0 & Jg Q.
n
%Z[ﬂo(xi X+ -P]2=0e Vi=1.n, (% - X) + (v — ¥) = 0, ce qui signifie que les points
i=1
Mi(x, yi) appartiennent a la droite d’équatiap(x —X) + (y—y) = 0
Réciproquement, s'il existe une droite d’équatioa ax + b telle quevi = 1...n,y; = ax + b (ie les
points sont alignés), alofs= aX + b, et le calcul donne Gxy)?=a?[V(X)]? = V(X)V(Y) O

Cela nous incite a introduire le cieient de corrélatiomyy

1.5 Codficient de corrélation linéaire

R C .
Selon notre hypothése;x etoy ne sont pas nul. On peut donc posexy = XY Cce codficientryy
oxXoy

est appelé le cdicient de corrélation linéaire des variabé®t Y.

Proposition :

()-1<rxy<1

(i) 'y a égalité (ierxy=1 ou -1) sisi les points sont alignés.

(iii) le coefficient de corrélatiomyy est invariant patransformation affine sur les variables ie :
lax+b,cy+d = Xy

2 Ajustement par la méthode des moindre carés

Etant donné une série statistique a deux variablesteekis une “relation” entre les deux variables
observées ? La réponse peut-étre négative (on pattesade variables indépendantes). La réponse peut-
étre assez imprécise a priori : les deux variables autgneen méme temps, o<laugmente quandl
diminue. Nous allons voir en prenant appui sur I'analyse aage de points, comment &tablir une rela-
tion fonctionnelle entre les variables. Nous étudierdns particulierement le cas ou le nuage parait se
distribuer au voisinage d’une droite.
Principe de la méthode : le plan étant rapporté a unreepéthogonal ©,_i>,_j>), soit (Mj)1<i<n le
nuage de points de coordonnées ¥i)i<i<n. On cherche (si elle existe) une drolle: y = ax + b qui
ajuste I'ensemble des couples, {/i)1<i<n, €N Minimisant la somme des carrés des distaiiiés, ou
Hi = projjoy).,n0(M;) (donc MiHi2 = (y; — ax — b)?). Autrement dit, on cherche des réald pour lequel

n

o(ab) = Z(yi — ax — b)? soit minimale.

i=1
Nous allons montrer gu'il existe une unique droite rendaimtimmale ¢(a, b). Remarquons que le mini-
mum deg(a, b) sera d’autant plus petit que I'alignement des poMissera meilleur. A la limite, si les

points M; sont alignés, il existe une droite unigue annulafat, b).



Theoreme: Il existe une unique fonctionflane X — ax + b ajustant par la méthode des moindres carrés
, - NS . , . Cxy
une série statistique doubl® (yi)1<i<. Ses cofficients sont donnés par les relatiorss=: W
b =y - aX De plus, cette droite passe [ia(X, y).
n n n n
preuve: g(a,b) = » (vi — ax —b)?=nb? —2b > (yi — ax)+ ) (vi — ax)?. Or (% —ax) = n(y — &),
i=1 i=1 i=1 i=1

n
donce(a. b) = nb? — 2nb(y - %)+ »_(yi - axi)?
i=1
Ecrivons ce trindme du second degré sous sa forme careniqu

) =il - )7+ £ 301 - ) - 5 o))

A@b)=nlb~ -+ 3P -+ @G 3 % %)~ 22 3 xy - %)
i=1 i=1 i=1

o - C C3

#(@D)=n((b - (7 - aR)? + &% — 2aCxy + oF]=l(b — (7 - &X)° + (a0x = —2)* + oy = ]
X

Cxy

2,2 _ 2
¢(a, b)=n[(b - (Y - aX))* + (arx — = TxTy ~ +xv
X

2 ]

)% +
Ox

Il est clair quep(a, b) est minimal lorsque les deux premiers carrés sont nuksdiigiéme terme ne
Cxy

2
Y%

dépendant pas deetb), ce qui donnea = etb = y— ax. Le minimum dep(a, b) vaut donc

2 2 2
%0y — Ckv -
2
Ix
Définition : cette droite d’équatioy = ax + b ajustant le nuage de points par la méthode des moindres
carrés, est appelée droite de régression (ou droite dewines carrés) d¥ par X, notéeDy ).

Remarques :
1. Dy(x) passe paG car :aX+b=aX+y-ax=y
2. On peut aussi chercher la droite de régressioX @aY (rdles inversés dX et Y), notéeDxy)
d’équationx = &'.y + b’ qui ajuste le nuage de pointg,(x)i<i<n.- EN permutanX et, il vient :

& = 3 eth =X-ay

. 1% 13 .
2on a besoin dans cette preuve{i§: X2 — ¥== Z(xi —X)?, cf. compléments
n i=1 n i=1



3. LadroiteDxy) passe aussi par le point moyen du nu&ge

4. SiCxy = O alorsa = @ = 0. Les deux droites de régressiddgx) et Dx(y) sont respectivement
paraleles aQx) et (Oy)

5. Les deux droites sont confondues sist ai (les deux droites passant gar de codf. directeura
et é), ie lorsque les points sont alignés (les variablest Y étant lies par une relatiorffme).

6. Le codficient de corrélation linéaire permet d'estimer la clatién entre les deux variables et
Y. Plus les points sont “étroitement alignés”, plussédeur absoluedu codt. e corrélation sera
proche de 1. On admet que I'ajustemetfiing est pertinent s$ixy| > 0.75

Dans I'exemple Cxy = 9, 3, xy = 1182,rxy = 0.898. TraceiDy(x) et Dxy) a la calculatrice.

3 Applications

Dans certains cas, le nuage statistique laisse préssemtirelation fonctionnelle globale entre les ca-
racteresX etY, mais il apparait clairement que cette relation n'est [isea

3.1 Ajustement par une fonction exponentielle

Si les pointsM;(x;, y;) sont “proches” de la courbe définie pae 1a*, alors les point$;(x;, Iny) sont
proches de la droitg = In 2+ x. In a (et réciproquement). La méthode consiste donc a caresteunuage

de pointsPi(x;, Iny;) et a chercher la droite de régression edtrt Y. Pour ce faire, on construit le nuage
sur du papier gradué de facon arithmétique en abscid¢sgaithmique en ordonnée (cela nous donne la
droite cherchée).

Exemple : le tableau ci-dessous donne la production andelie usine de pate a papier (en tonnes) en
fonction de I'année :

Année | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
Production| 325 | 351 | 382 | 432 | 478 | 538 | 708 | 930

On trace le nuage de points correspondant au tableau. RoméE, on notep; la production de pate a
papier et; = In(p;). On trace le nouveau nuage de poimtg), En utilisant la calculatrice, on en déduit la
droite d’ajustement des moindres carrégj@si. On en déduit la fonction d’ajustement de la production
en fonction de I'année. On peut ainsi prévoir la producties années suivantes :

X =19995,y = 6.189,V(X) = 5.25,Cyy = 0.749,a = 0.1428,b = —279 365 pour anngn(production) ;
a=4.710,b = 1.153 pour annéprod, oty = a = b* (avecr = 0.968, donc tres bonne corrélation).

3.2 Ajustement par une fonction puissance

Si les pointsM;(x;, y;) sont “proches” de la courbg = 1x2, alors les pointd;(In X, Iny;) sont proches
de la droitey = In A + ax et réciproquement. Pour ce faire, on construit le nuagelsyrapier gradué de
facon logarithmique en abscisse et en ordonnée (celadmuse la droite cherchée).

4 Compléments

4.1 Remarques
1. Les preuves importantes de I'exposé sont I'inégal#éC-S, et théoréme existence-unicité de la
droite de régression.

2. Sion présente la preuve (de C-S) comme ds cette expeggasmettre C-S dans les prérequis.
Sinon faire la preuve en utilisant ce théoreme (gagne mips$e.

3. On a pas forcémeni <y, < ... < Y, (cf. exemple).



4. |l existe d’autres méthodes d’ajustemefiirg d’'une série statistique double. On peut par exemple
distinguer deux sous-ensembles de la série statistiqumnsidérer la droite joignant les points
moyen de chaque sous-nuage (méthode de Meyer). Dans cka alrsjte obtenue dépend du
découpage du nuage en deux sous nuages (la calculatrigespran ajustement en trois parties,
avec la fonctiormed — med : on obtient trois pointdVl;, M, et M3 qui sont les médianes des va-
leurs dex ety, puis on trace la droite passant par le point moyen de sespoaits, parallelement
aMiMs;).

5. Le théoréme de Cauchy-Schwartz nous sert a montrengue[-1, 1].

6. Sirxy > 0: croissant (cf. exemple) ; sky < 0 : décroissant (ex : vitesse de la voiture, distance de
freinage).

7. Le codficient de corrélation n’est plus au programme en T-ES (etacesient du théoréme de
Cauchy-Schwartz).

8. Historiquement, on nomme la droite cherchée “droiteégdgeassion” caGalton étudie en 1877 la
taille des enfants de sujets de grande taille par rappdatsadlle des parents ; cet écart a tendance
a régresser (diminuer) au court du temps vers la grandeyenme de la population. La droite
décrivant cette relation flt ainsi dite “de régression”

9. Stats: corrélation entre deux caracteres statigiqi®ba : 2 variables aléatoires sont-elles indépeadant
(on va des stats vers les prob@,)y = E(XY) — E(X)E(Y), et X, Y indépendantes si€lxy = 0, ie
E(XY) = E(X)E(Y).

4.2 preuves

preuve(coNsEQUENCE) : on étudie ici des séries statistiques, la moyenne dseXeet la frequencdy, (ce
qui correspond en terme probalistique a respectivemespé&ranc&(X) et a la probabilited(X = x)).

On considere que les éléemenks, ;) ont tous le méme poids, ie une fréquenceﬁde'ze sous forme

- 1 . :
"probalistique” queP(X = x) = — = fy, donc (avec des guillements dans les notations)
n

E(X)=) XP(X = %)= X fyq:} Z X=%. De plusE(X?)= Z X2 fy == Z X
i=1 i=1

De mémeV(X) = E[(X — E(X))2]=ﬁ Z(xi —X)2. OrV(X) = E(X?) — E(X)?, donc
i=1

preuve(PROPRIETES COVARIANCE) :

(1) simple calcul Cxy = Z(m =X ~ V)=% D061 + 39 = Y - %)
i=1

— N —] n n
=—Z>qy.+ X - %; ;Zyi=%2>qyi+x_y-_x-x_y=%2>qyi-x_y

i=1 i=1 i=1
n
(2) simple calcul cov(aX + b,cY + d):r—l] Z((axi + b)(cy; + d) — (aX + b)(cy + d))=... i
i=1
Preuve(CoEFF. DE CORRELATION) |
(i) ICxyl < oxery donc—1 < XY < 1

. . IXOY " \ i .
(i) |ICxyl = oxoy < les points sont alignés (d’apres propriétés covaganc
Cax+bey+d _aCCxy  Cxy
(1) raxsb,cy+rd= =Ixy i
Tax+h0cxd BOXTY OXOY




4.3 Autre méthode pour le minimum deg
n n n

¢(a.b) = D (i — ax — b)>=p(a b) = nb? — 2nb(y - aX)+ ) (vi - ax)? donc :e(a b)= ) (i - ax; - b)’
i=1 i=1 i=1

C’est un polyndme du second degrélgmlonce admet un minimum. On ag—i(a, b)=2n.b + 2(y — aX)

Donc(s—(’p(a,b) =0ob=y-ax
n

Doncg(a, b) = Z(y. ax - b)?= Z(y. ax ~§+ax%)?=) (-a(x %) + ¥ - 1)’

i=1 i=1
—a? Z(m - X)2+Z(yi ~y/-2a Z(m =R ~9).

Cxy

Donc—(a, b) = 0 & —2an. Z:(x| —X)?+2.nCxy & a= Voo

i=1

4.4 Lien de causalié

Il est possible d’avoir des séries statistiquest y ou les points du nuage sont “presque” alignés, sans
gu'il y ait un lien entrex ety (ex : X : nombre de hamburguers mangés a Moscou au coursareE
1986 ;y : nombre de joueurs de pétanques qui s'inscrivent au gamdadi de Montélimard en 1950). ||
est trés simple de construire deux séries ainsi :flitste prendre des séries qui dépendent du temps, du
type :

Xtg. X=at+B,Y1tq.Y =da.t+5,donct = , doncY =

a
(pour un certain coupleX B) € R?). Donc les deux séries statlsthues sont blen lies patrelaﬂon de
type dfine (sans qu'il y ait forcement une relation de causfet entreX etY).

X-p

4.5 Introduction de la droite des moindres cares

Il est “de bon ton” d’introduire en T-ES la droite des moirgloarrés via un tableur, pour bien faire sentir
au éleve ce qu’elle représente (et que “ca marche bietidns une colonne, on fait variar dans une
autre on fait varieb, dans une troisieme on étudie le ré, b).

4.6 Changement de repre dfine

Que se passe t-il si on fait un changement de repére ? Le diest moindres carrés est t-elle changée ?
Réponse : la pentene change pas varie, la droite passe toujours gagx, y) (qui lui varie)

Preuve : soiX = x+C,Y =y+C' a= Wi:) OrV(X + C) = V(X) (revenir a la définition d&/(X)),
etCxicy+c = Cxy. b =y —aX, oryetXvarient, dond varie. Pour tracer la nouvelle droite : trouver
G(X,y), puis ave@ connu, détermineb.

4.7 Meéthode de Meyer

On distingue deux sous-ensembles de la série statistijua considére la droite joignant les points
moyens de chaque sous-nuage. Dans ce cas, la droite obfgmerdddu découpage du nuage en deux
sous nuages.

Il est intéressant de noter que parfois, cette méthodaesjudicieuse que la méthode d’ajustement des
moindres carrés (par une droite ou une fonction). Ex : plind8aire des papier dans une usine, avec un
“trou” au milieu du nuage, causée par une greve ou une pa@meachine. Au contraire, la méthode de
Meyer peut parfois étre trés mauvaise. Ex : nuage en foerteadcot.



