
Expośe 8 : śerie statistiquèa deux variables nuḿeriques. Nuage
de points associé. Ajustement affine par la ḿethode des moindres

carŕes. Droite de ŕegression. Applications.

Prérequis1 : -Série statistique à une variable numérique et ses él´ements caractéristiques (variance, écart type, etc.)
-Equation de droite dans le plan affine euclidien
-Trinôme du second degré : forme canonique, minimum

Niveau : Terminale ES

Motivation : on envisage ici le cas où deux caractères à la fois sont observés (taille et âge d’un groupe
d’enfants, superficie et rendement d’un ensemble de champs...). Il s’agit alors de séries statistiques
doubles. Le problème qui se pose est alors de savoir s’il existe globalement une relation entre les va-
riables statistiques ainsi définies. Si c’est le cas, le statisticien parle alors de corrélation entre les variables.

Contexte: nous étudions le cas de deux variablesX et Y observés simultanément sur une même popula-
tion de taillen > 1.

1 Śerie statistiqueà deux variables

1.1 Présentation du probl̀eme

Exemple : on sélectionne 10 personnes inscrites à un stagede formation. Avant le début de la formation,
ces stagiaires subissent une épreuveA notée de 0 à 20. A l’issue du stage, une épreuveB identique à la
première est notée aussi de 0 à 20. Les résultats sont rassemblés dans le tableau suivant. Quantifier, si
elle existe, une corrélation entre les deux caractères.

Epreuve A 3 4 6 7 9 10 9 11 12 13
Epreuve B 8 9 10 13 15 14 13 16 13 19

1.2 Définition

Définition : soitΩ = {w1, ...,wn} une population de taillen. On dit que “deux variables”X etY définissent
surΩ une série statistique double (xi, yi)16i6n, avecX(ω) = xi et Y(ω) = yi, lorsque :

1. x1 6 x2 6 ... 6 xn (ou y1 6 y2 6 ... 6 yn, mais pas forcément les deux en même temps)

2. X(Ω) et Y(Ω) ne sont pas des singletons

3. les couples (xi, yi)16i6n sont deux à deux distincts

Conśequence: moyenne de (xi)16i6n : x =
1
n

n
∑

i=1

xi, variance de (xi)16i6n : V(X) =
1
n

n
∑

i=1

(xi − x)2

écart type de (xi)16i6n : σx :=
√

V(X) =

√

√

1
n

n
∑

i=1

(xi − x)2

Dans l’exemple :x = 8.4, y = 13,σx = 3.1686,σy = 3.16228 (calculatrice)

1Sources : Sabine, Blandine. Tapé par Gwendal Haudebourg, réalisé avec LATEX. Mis à jour le 03/07/2007.
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1.3 Repŕesentation graphique : nuage de points

Définition : dans un repère othogonal (O,
−→
i ,
−→
j ), on appelle nuage de points de la série statistique

(xi, yi)16i6n l’ensemble des pointsMi de coordonnées (xi, yi). Le pointG de coordonnées (x, y) est
appelé point moyen du nuage.

remarque : G est l’isobarycentre du système de points{Mi}16i6n, carG = bar{(M1; 1), ..., (Mn; 1)}, donc

G(
1
n

n
∑

i=1

xi;
1
n

n
∑

i=1

yi)=(x, y)

Dans l’exemple : afficher le nuage de points associé à la calculatrice.
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1.4 Param̀etres d’une śerie statistique double

Définition : on appelle covariance du couple (X, Y) le réel notéCXY ouσXY , ou encorecov(X, Y) :

CXY =
1
n

n
∑

i=1

(xi − x)(yi − y)

Propri étés:

1. CXY =
1
n

(
n
∑

i=1

xiyi) − x.y

2. ∀(a, b, c, d) ∈ R4, cov(aX + b, cY + d)=a.cov(X, Y)

3. |CXY | 6 σX.σY , avec égalité sisi les pointsMi(xi, yi) sont alignés

preuve: (3) par définition de la variance,∀λ ∈ R, V(λX + Y) > 0. Or

V(λX + Y) =
1
n

n
∑

i=1

(λxi + yi − λx − y)2=
1
n

n
∑

i=1

[λ(xi − x) + (yi − y)]2=λ2V(X)+2λCXY+V(Y).
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CommeX(Ω) n’est pas un singleton par hypothèse,V(X) n’est jamais nul. Il s’agit donc d’un trinôme
du second degré, positif ou nul pour tout réelλ, donc son discriminant est négatif ou nul (car ne change
pas de signe), ie : (CXY)2 − V(X)V(Y) 6 0, d’où |CXY | 6 σXσY .
De plus, (CXY)2 = V(X)V(Y)⇔ ∆ = 0⇔ ∃λ0 ∈ R tq. V(λ0X + Y) = 0⇔ ∃λ0 tq.
1
n

n
∑

i=1

[λ0(xi − x) + (yi − y)]2 = 0⇔ ∀i = 1...n, λ0(xi − x) + (yi − y) = 0, ce qui signifie que les points

Mi(xi, yi) appartiennent à la droite d’équationλ0(x − x) + (y − y) = 0
Réciproquement, s’il existe une droite d’équationy = ax + b telle que∀i = 1...n, yi = axi + b (ie les
points sont alignés), alorsy = ax + b, et le calcul donne : (CXY)2=a2[V(X)]2 = V(X)V(Y) �

Cela nous incite à introduire le coefficient de corrélationrXY

1.5 Coefficient de corrélation linéaire

Selon notre hypothèse,σX etσY ne sont pas nul. On peut donc poser :rXY =
CXY

σXσY
. Ce coefficient rXY

est appelé le coefficient de corrélation linéaire des variablesX et Y.

Proposition :
(i) −1 6 rXY 6 1
(ii) Il y a égalité (ierXY=1 ou -1) sisi les points sont alignés.
(iii) le coefficient de corrélationrXY est invariant partransformation affine sur les variables, ie :
raX+b,cY+d = rX,Y

2 Ajustement par la méthode des moindre carŕes

Etant donné une série statistique à deux variables, existe t-il une “relation” entre les deux variables
observées ? La réponse peut-être négative (on parlera alors de variables indépendantes). La réponse peut-
être assez imprécise à priori : les deux variables augmentent en même temps, ouX augmente quandY
diminue. Nous allons voir en prenant appui sur l’analyse du nuage de points, comment établir une rela-
tion fonctionnelle entre les variables. Nous étudierons plus particulièrement le cas ou le nuage paraı̂t se
distribuer au voisinage d’une droite.

Principe de la méthode : le plan étant rapporté à un repère orthogonal (O,
−→
i ,
−→
j ), soit (Mi)16i6n le

nuage de points de coordonnées (xi, yi)16i6n. On cherche (si elle existe) une droiteD : y = ax + b qui
ajuste l’ensemble des couples (xi, yi)16i6n, en minimisant la somme des carrés des distancesMiHi, où
Hi = pro j‖(Oy),D(Mi) (doncMiH2

i = (yi − axi − b)2). Autrement dit, on cherche des réelsa, b pour lequel

ϕ(a, b) :=
n
∑

i=1

(yi − axi − b)2 soit minimale.

Nous allons montrer qu’il existe une unique droite rendant minimaleϕ(a, b). Remarquons que le mini-
mum deϕ(a, b) sera d’autant plus petit que l’alignement des pointsMi sera meilleur. A la limite, si les
pointsMi sont alignés, il existe une droite unique annulantϕ(a, b).
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Théorème: Il existe une unique fonction affine x 7→ ax + b ajustant par la méthode des moindres carrés

une série statistique double (xi, yi)16i6. Ses coefficients sont donnés par les relations :a =
CXY

V(X)
,

b = y − a.x. De plus, cette droite passe parG(x, y).

preuve: ϕ(a, b) =
n
∑

i=1

(yi − axi − b)2=nb2 − 2b
n
∑

i=1

(yi − axi)+
n
∑

i=1

(yi − axi)
2. Or

n
∑

i=1

(yi − axi) = n(y − ax),

doncϕ(a, b) = nb2 − 2nb(y − ax)+
n
∑

i=1

(yi − axi)
2

Ecrivons ce trinôme du second degré sous sa forme canonique2 :

ϕ(a, b) = n[(b − (y − ax))2 +
1
n

n
∑

i=1

(yi − axi)
2 − (y − ax)2]

ϕ(a, b)=n[(b − (y − ax))2 + (
1
n

n
∑

i=1

y2
i − y2) + a2(

1
n

n
∑

i=1

x2
i − x2) − 2a(

1
n

n
∑

i=1

xiyi − x.y)]

ϕ(a, b)=n[(b − (y − ax))2 + a2σ2
X − 2a.CXY + σ

2
Y ]=n[(b − (y − ax))2 + (aσX −

CXY

σX
)2 + σ2

Y −
C2

XY

σ2
X

]

ϕ(a, b)=n[(b − (y − ax))2 + (aσX −
CXY

σX
)2 +
σ2

Xσ
2
Y −C2

XY

σ2
X

]

Il est clair queϕ(a, b) est minimal lorsque les deux premiers carrés sont nuls (letroisième terme ne

dépendant pas dea et b), ce qui donnea =
CXY

σ2
X

et b = y − ax. Le minimum deϕ(a, b) vaut donc

n
σ2

Xσ
2
Y −C2

XY

σ2
X

�

Définition : cette droite d’équationy = ax + b ajustant le nuage de points par la méthode des moindres
carrés, est appelée droite de régression (ou droite des moindres carrés) deY parX, notéeDY(X).

Remarques :

1. DY(X) passe parG car :a.x + b = a.x + y − ax = y

2. On peut aussi chercher la droite de régression deX en Y (rôles inversés deX et Y), notéeDX(Y)

d’équationx = a′.y + b′ qui ajuste le nuage de points (yi, xi)16i6n. En permutantX et Y, il vient :
a′ = CXY

V(Y) et b′ = x − a′y

2on a besoin dans cette preuve de
1
n

n
∑

i=1

x2
i − x2

=
1
n

n
∑

i=1

(xi − x)2, cf. compléments
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3. La droiteDX(Y) passe aussi par le point moyen du nuageG

4. SiCXY = 0 alorsa = a′ = 0. Les deux droites de régressionsDY(X) et DX(Y) sont respectivement
paralèles à (Ox) et (Oy)

5. Les deux droites sont confondues sisia = 1
a′ (les deux droites passant parG, de coeff. directeura

et 1
a′ ), ie lorsque les points sont alignés (les variablesX et Y étant liés par une relation affine).

6. Le coefficient de corrélation linéaire permet d’estimer la corrélation entre les deux variablesX et
Y. Plus les points sont “étroitement alignés”, plus lavaleur absoluedu coeff. e corrélation sera
proche de 1. On admet que l’ajustement affine est pertinent si|rXY | > 0.75

Dans l’exemple :CXY = 9,
∑

xy = 1182,rXY ⋍ 0.898. TracerDY(X) et DX(Y) à la calculatrice.

3 Applications

Dans certains cas, le nuage statistique laisse préssentirune relation fonctionnelle globale entre les ca-
ractèresX et Y, mais il apparaı̂t clairement que cette relation n’est pas affine.

3.1 Ajustement par une fonction exponentielle

Si les pointsMi(xi, yi) sont “proches” de la courbe définie pary = λax, alors les pointsPi(xi, ln y) sont
proches de la droitey = ln λ+ x. ln a (et réciproquement). La méthode consiste donc à construire le nuage
de pointsPi(xi, ln yi) et à chercher la droite de régression entreX etY. Pour ce faire, on construit le nuage
sur du papier gradué de façon arithmétique en abscisse etlogarithmique en ordonnée (cela nous donne la
droite cherchée).

Exemple : le tableau ci-dessous donne la production anuelled’une usine de pâte à papier (en tonnes) en
fonction de l’année :

Année 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
Production 325 351 382 432 478 538 708 930

On trace le nuage de points correspondant au tableau. Pour l’annéei, on notepi la production de pâte à
papier etli = ln(pi). On trace le nouveau nuage de points (i, li). En utilisant la calculatrice, on en déduit la
droite d’ajustement des moindres carrés deli eni. On en déduit la fonction d’ajustement de la production
en fonction de l’année. On peut ainsi prévoir la production des années suivantes :
x = 1999.5, y = 6.189,V(x) = 5.25,Cxy = 0.749,a = 0.1428,b = −279, 365 pour année/ln(production) ;
a = 4.710,b = 1.153 pour année/prod, oùy = a ∗ bx (avecr = 0.968, donc très bonne corrélation).

3.2 Ajustement par une fonction puissance

Si les pointsMi(xi, yi) sont “proches” de la courbey = λxa, alors les pointsPi(ln xi, ln yi) sont proches
de la droitey = ln λ + ax et réciproquement. Pour ce faire, on construit le nuage surdu papier gradué de
façon logarithmique en abscisse et en ordonnée (cela nousdonne la droite cherchée).

4 Compléments

4.1 Remarques

1. Les preuves importantes de l’exposé sont l’inégalitéde C-S, et théorême existence-unicité de la
droite de régression.

2. Si on présente la preuve (de C-S) comme ds cette exposé, ne pas mettre C-S dans les prérequis.
Sinon faire la preuve en utilisant ce théorème (gagne du temps).

3. On a pas forcémenty1 6 y2 6 ... 6 yn (cf. exemple).
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4. Il existe d’autres méthodes d’ajustement affine d’une série statistique double. On peut par exemple
distinguer deux sous-ensembles de la série statistique, et considérer la droite joignant les points
moyen de chaque sous-nuage (méthode de Meyer). Dans ce cas,la droite obtenue dépend du
découpage du nuage en deux sous nuages (la calculatrice propose un ajustement en trois parties,
avec la fonctionmed − med : on obtient trois pointsM1,M2 et M3 qui sont les médianes des va-
leurs dex et y, puis on trace la droite passant par le point moyen de ses trois points, parallèlement
à M1M3).

5. Le théorême de Cauchy-Schwartz nous sert à montrer querXY ∈ [−1, 1].

6. SirXY > 0 : croissant (cf. exemple) ; sirXY 6 0 : décroissant (ex : vitesse de la voiture, distance de
freinage).

7. Le coefficient de corrélation n’est plus au programme en T-ES (et ce car vient du théorême de
Cauchy-Schwartz).

8. Historiquement, on nomme la droite cherchée “droite de régression” carGalton étudie en 1877 la
taille des enfants de sujets de grande taille par rapports àla taille des parents ; cet écart à tendance
à régresser (diminuer) au court du temps vers la grandeur moyenne de la population. La droite
décrivant cette relation fût ainsi dite “de régression”.

9. Stats : corrélation entre deux caractères statistiques. Proba : 2 variables aléatoires sont-elles indépendantes ?
(on va des stats vers les proba.)CXY = E(XY) − E(X)E(Y), et X, Y indépendantes sisiCXY = 0, ie
E(XY) = E(X)E(Y).

4.2 preuves

preuve(́) : on étudie ici des séries statistiques, la moyenne est notéex et la fréquencefxi (ce
qui correspond en terme probalistique à respectivement l’espéranceE(X) et à la probabilitéeP(X = xi)).

On considère que les éléments (xi, yi) ont tous le même poids, ie une fréquence de
1
n

, ie sous forme

”probalistique“ queP(X = xi) =
1
n
= fxi , donc (avec des guillements dans les notations)

E(X)=
n
∑

i=1

xiP(X = xi)=
n
∑

i=1

xi fxi=
1
n

n
∑

i=1

xi=x. De plusE(X2)=
n
∑

i=1

x2
i fxi=

1
n

n
∑

i=1

x2
i

De mêmeV(X) = E[(X − E(X))2]=
1
n

n
∑

i=1

(xi − x)2. Or V(X) = E(X2) − E(X)2, donc

V(X)=
1
n

n
∑

i=1

x2
i -(

1
n

n
∑

i=1

xi)
2=

1
n

n
∑

i=1

x2
i − x2

�

preuve(P́́ ) :

(1) simple calcul :CXY =
1
n

n
∑

i=1

(xi − x)(yi − y)=
1
n

n
∑

i=1

(xiyi + xy − xyi − xiy)

=
1
n

n
∑

i=1

xiyi +
n
n

xy -
y
n

n
∑

i=1

xi -
x
n

n
∑

i=1

yi=
1
n

n
∑

i=1

xiyi+xy-yx-xy=
1
n

n
∑

i=1

xiyi-xy

(2) simple calcul :cov(aX + b, cY + d)=1
n

n
∑

i=1

((axi + b)(cyi + d) − (ax + b)(cy + d))=... �

preuve(.  ́) :

(i) |CXY | 6 σXσY donc−1 6
CXY

σXσY
6 1

(ii) |CXY | = σXσY ⇔ les points sont alignés (d’après propriétés covariance).

(iii) raX+b,cy+d=
CaX+b,cY+d

σaX+bσcX+d
=

acCXY

aσXσY
=

CXY

σXσY
=rXY �
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4.3 Autre méthode pour le minimum deϕ

ϕ(a, b) =
n
∑

i=1

(yi − axi − b)2=ϕ(a, b) = nb2 − 2nb(y − ax)+
n
∑

i=1

(yi − axi)
2, donc :ϕ(a, b)=

n
∑

i=1

(yi − axi − b)2

C’est un polynôme du second degré enb, doncϕ admet un minimum. On a :
δϕ

δb
(a, b)=2n.b + 2(y − ax)

Donc
δϕ

δb
(a, b) = 0⇔ b = y − ax.

Doncϕ(a, b) =
n
∑

i=1

(yi − axi − b)2=

n
∑

i=1

(yi − axi − y + ax)2=

n
∑

i=1

(−a(xi − x) + (yi − y))2

=a2.

n
∑

i=1

(xi − x)2+

n
∑

i=1

(yi − y)2-2a.
n
∑

i=1

(xi − x)(yi − y).

Donc
δϕ

δa
(a, b) = 0⇔ −2a.n.

n
∑

i=1

(xi − x)2+2.n.CXY ⇔ a =
CXY

V(X)

4.4 Lien de causalit́e

Il est possible d’avoir des séries statistiquesx et y où les points du nuage sont “presque” alignés, sans
qu’il y ait un lien entrex et y (ex : x : nombre de hamburguers mangés à Moscou au cours de l’année
1986 ;y : nombre de joueurs de pétanques qui s’inscrivent au grand tournoi de Montélimard en 1950). Il
est très simple de construire deux séries ainsi : il suffit de prendre des séries qui dépendent du temps, du
type :

X tq. X = α.t + β, Y tq. Y = α′.t + β′, donct =
X − β
α

, doncY =
α′

α
X + (β − α

′.β

α
), doncY = A.X + B

(pour un certain couple (A, B) ∈ R2). Donc les deux séries statistiques sont bien liés par unerelation de
type affine (sans qu’il y ait forcément une relation de cause à effet entreX et Y).

4.5 Introduction de la droite des moindres carŕes

Il est “de bon ton” d’introduire en T-ES la droite des moindres carrés via un tableur, pour bien faire sentir
au élève ce qu’elle représente (et que “ça marche bien”): dans une colonne, on fait variera, dans une
autre on fait varierb, dans une troisième on étudie le réelϕ(a, b).

4.6 Changement de rep̀ere affine

Que se passe t-il si on fait un changement de repère ? Le droite des moindres carrés est t-elle changée ?
Réponse : la pentea ne change pas,b varie, la droite passe toujours parG(x, y) (qui lui varie)

Preuve : soitX = x + C, Y = y + C′ a =
CXY

V(X)
. Or V(X + C) = V(X) (revenir à la définition deV(X)),

et CX+C,Y+C′ = CXY . b = y − a.x, or y et x varient, doncb varie. Pour tracer la nouvelle droite : trouver
G(x, y), puis aveca connu, déterminerb.

4.7 Méthode de Meyer

On distingue deux sous-ensembles de la série statistique,et on considére la droite joignant les points
moyens de chaque sous-nuage. Dans ce cas, la droite obtenue dépend du découpage du nuage en deux
sous nuages.
Il est intéressant de noter que parfois, cette méthode estplus judicieuse que la méthode d’ajustement des
moindres carrés (par une droite ou une fonction). Ex : prod.linéaire des papier dans une usine, avec un
“trou” au milieu du nuage, causée par une grève ou une pannede machine. Au contraire, la méthode de
Meyer peut parfois être très mauvaise. Ex : nuage en forme de haricot.
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