Expos 85 : Exemples d’approximation d’'une solution d’'une
equation diferentielle par la rathode d’Euler. L'expaspourra
étre illusté par un ou des exemples faisant agpBlitilisation

d’une calculatrice.

Prérequis’ :

-Continuité, dérivabilité d’'une fonction

-Etude des suites

-Equation ditférentielle linéaire du premier ordre

-Calcul intégral (intérét : présenter les deux autréshodes d’Eulé)

Niveau : terminal - programme complémentaire

De nombreux problémes, issus de la physique (radioastir@seaux éléctriques), de I'ecologie et de

I'economie conduisent a étudier une relation entre wnetion et sa dérivée. Le but de cette lecon est
d’étudier des exemples simples de telles relations eeddaréd’'une méthode (Elémentaire) d’approche
de ces probléemes.

1 Problematique

Soitl un intervalle deR, tg € I, f une fonction définie et continue sux R — R

On considere I'équation fierentielle E) : y = f(t,y)

On pourra prendré(t, y) = a(t)y + b(t), a, b € C° résolvable en terminale Ef a une unique solution :
y(t) = 0 yp + A0 ﬁ: e A9p(g)ds A(t) = f a(s)dsEtant donné un régh, on cherche a construire une
solution approchée dé&]j surl tq. y(to) = Yo

Par la suite, on va supposer quie @dmet une solution unique (que I'on ne cherche pas ardéter,
mais juste a approcher). Approcher la solution de I'éiguadifférentielle se ramene a un calcul
d’intégrales :

Y(tni1) = Y(tn) + ft:”“ v (0)dt = y(t,) + ﬁ”*l f(t, y())dt. C’est cette derniere intégrale que I'on va
chercher a approcher.

2 Meéthode d’Euler (explicite)

Soit (E) : ¥y = f(t,y) = a(t)y + b(t), t € [to, tn] = | L'idée de la méthode est simple : on découpe
I'intervalle d’étudel ennintervalles isométriques, et on approche, sur chacunsleass-intervalles, la

. s L . th—t
courbe solution par sa tangente a I'extremité gauchérdervalle :ty < t;... < t, = T, pash = — 0
ti=1to+1h
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On s'dforce donc de suivre la courbe solution a I'aide des tangerda définit ainsi une suite)x

par :yis1 = Yk + hf(te, yk), k= 0..n— 1.

On a ainsi une suite de points(®, y;) qui forment une ligne brisée approchant la solution deliation
differentielle(E). Cette ligne brisée n’étant pas évidente a tracer, oh cegooint de vue de coté, pour
s’occuper surtout de I'approximation des intégrales paniéthode des rectangles. La ligne brisée
gu’une illustration graphigue de la méthode d’Euler.

preuve :
En efet, soity solution deE. Alors : y(tns1) = Y(tn) + ft:"*l y (Hdt = y(tn) + fti”*l f(t, y(t))dt or

fti”*l f(t, y(©)dt = (thea — tN) f(tn, Y(th)) + (the1 — tn).€ (par la méthode des rectangles gauches). On
approche donc la solutionen posant comme suite de poinig;1 = Yn + (the1 — tn) F(th, Yn)-
L'erreur a l'issue du pae + 1 estyn1 — Y(thi1)

Le shéma d’Euler explicite est une neéthode constructive

Exemple :

Soit (E) :y = —-yetyg =1 (on prend don¢y = 0)

On sait bien sOr que la solution dg)(esty(t) = e et lim_,., €t =0

Par Euler, on contrui, = yn-1 + hf(th-1,¥n-1) = Yn-1 — h.¥n-1 = Yn2(1 —h) = ... d’ou

T _ . .
Yn=(1-h™l=01- ﬁ)’”l qui converge bien vers la solution.

Mais lorsque le temp est trés gramg.devient trés grandpour n fixé®, limt_,.(1 - ﬁ)” -+ 0cesta

dire ne s’approche plus de la solution exacte.
Le shéma d’Euler explicite est donc un shéma instablegrare peut I'utiliser que sur des ensembles
ou le temps est fini.

Existe t-il une méthode proche de celle utilisée, qui staible pour des temps trés grand ?
3 Meéthode d’Euler (implicite)

On utilise le méme principe, mais cette fois-ci, on va apptacuftt f(t, y(t))dt par la méthode des
rectangles droits.

the the
Y(tnir) = Y(t) + "y (Odt=y(t) + [ " f(t y(D)dtor
ft:M f(t, y(t))dt = (ths1 — t) f(tni1, Y(tne1)) + (the1 — ta).£. On approche donc la solutigren posant
comme suite de pointsyp1 = Yn + (the1 — tn) f(thr1, Ynea)-

On aalors yni1 = Yn + (the1 — th)(@tnh+1)Yne1 + b(thi1)) doncynia = (1 — (ther — tn) * a(tn+1))_1-(Yn +
(tn+1 - tn)b(tn+1)
Dans notre exemple, cela donne :

T T . .
Vorr = (1 + H)‘l.yn =1+ H)‘”.yo (a=-1,b=0), et {n)n converge bien vers la solution.

o . T
De plus,pour n fixe, lIM1_c Yn = lim150(1 + H)‘” =0
La méthode d’Euler implicite reste fiable lorsque le temgtgpdus long.

On a gagné par cette méthode de la stabilité, mais ledmlalgorithme est plus élevé, car il s'agit
d’'une méthode implicite : il y a des termesygp; "de chaque coté de la suite”, la méthadest donc
pas constructive

311 faut bien voir que I'on peut faire variaret T indépendament : on peut fixaret faire varierT (le pash variera)



4 Conclusion-CompEments

4.1 Conclusion

D’autre méthodes d’approximations des solutions d'uneéons diférentielles existent ; citons la méthode
d’Euler amélioré, et Runge-Kutta.

4.1.1 Exemplesa mettre dans I'expo® en conclusion

1) Un bon exemple pour comprendre I'utilisation des deuxhmées, et pour les comparer :
Soit E) :y = -y+1,y(0) =0,t € [0, 1]. Solution exactey(t) = 1 — et

On prend un pak = 0,1 etn = 10 Euler explicite yn.1 = ¥7.0,9+0, 1

Van+0,1

Euler implicite :yny1 = Yn + 0, L.(1 — Yny1) SOityn =

On rentre les deux suites dans la calculatrice (plus Iai’solla!xacte) pour les comparer. Sur des temps
longs, Euler explicite s’éloigne de la solution.
Calculatrice ul(n) =ul(n-1).0,9+ 0,1 etuil=0,1

u2(n) = w etui2 =0
’ 1 . 1., 1. 1000 1
2) Exemple M.B. y’(t) = —1000y(t) + 100t? + z Solution exacte y(t) = E'tz +tv =3 y(0) = 3

Lorsque le temps devient tres grand, Euler explicite leseit s'éloigne completement de la solution
exacte.

4.1.2 Euler antlioré

Euler amélioré utilise la méthode du point milieu :

the1 h h
M) =30 + [ TV = W) + Fa+ 5300 + ) » (s — ) + true
tn

h h . h
On approche(t, + E) paryn + Ey,(tn), soit pary, + > f(tn, Y(tn))-
On pose donc :

Yn+1 = Yn + h(ty + g,yn + gf(tn,yn)) (Euler amélioré explicite-ordre 1)

OUVns1 = Yn + hf(ty + g,Yn+1 - gf(tn+1,yn+1)) (Euler amélioré implicite-ordre 2-stable)

exemple :

Soit f(t,y) = ay. Par Euler amélioré :
2 12

h h? N a“.h
Y1 = Yo + (@0 + 520)) = Yo(1 + ah-+a5) d'oliyy = (1+ah+ ==
4.2 Compkments

Les méthodes d’Euler sont des méthodes a un pag.(ieest calculée a partir dg etty).
Les shéma d’Euler sont stables, consistants, et d'ordoeifquler explicite amélioré et implicite) ; ordre
2 pour euler amélioré implicite.

4.2.1 Methode consistante

Le shéma général d’'une méthode a un pas est, a pantiedsubdivisionx,; = X« + h de l'intervalle :
Yn+1 = Yn + hO(Xn, yn, h)



La méthode sera dit consistante si la foncti®approche convenablement le véritable accroissement de
la fonction cherchée, c'est a dire : pour tqugolution de (ED),

Y(Xnt1) — Y(Xn)

lim ma
h—0 )ﬁl h

- O(Xn, Y(Xn), ) = 0

4.2.2 Methode stable

La méthode sera dite stable si le cumul des erreurs d’agaordfait pas exploser I'écart entre le shéma
théorique et le shéma réel

4.2.3 Ordre d’'une méthode

y(X+ h) - y(X)

On dira qu'une méthode est d'ordpssi | H

— 0O(x, y(x), h)] = O(hP) (grand T0)

4.2.4 Theoremes

Théoreme : si la méthode est stable et consistante, stllebavergente, c’est a dire :

limp_o(max|yn — Y(X,)l) = 0 quelle que soit la valeur initiakg.

Critere 1: si®(x,y,0) = f(x,y), alors la méthode est consistante.

Critere 2 : si® vérifie une condition de Lipschitz en uniforme par rapport & et ah, alors la méthode
est stable.

Théoreme(pe Peano)

Soientf continue erx et ent, surl x R, oul intervalle fermé ; on suppose de plus gu’il exigiet B
une boule fermée dari¥' de rayonR X0 € B

Alors 3 solution X définie sw{to =, to + ] ouM = supuslf(t, X)|.

existence locale d’'une solution

Théoreme(pe Caucay-LipscHiTz)

Soientf : [a,b] x R — R, continue par rapport (y) € [a, b] x R et lipschitzienne par rapportyxie
L > 0 indépendante de telle quelf(x,y1) — f(X ¥2)| < Lly1 — yo| ,forallx, y1, yo).

Alors le probleme de Cauchy (BY := f(x,¥(X)), y(a) = @, admet une solutiog(x) unique sur §, b].
existence et unicié d’une solution maximale

4.2.5 Calcul d’erreur-Ordre dans la méthode d’Euler

Sion se place au niveau secondaire :
Soit (E) : v = ay, y(0) = 1. Par Euler explicite Y1 = (1 + ah)™*. Solution ?xacte y(t) = e
a

In(1+
erreur absolue pourt fixé, h = % e=ly(t) —ynl =11+ %t)” - = |en ) et = | O _ e
= |t (€O — 1) = et |0 — 1| L1+ O() - 1| = e.0(%) = O(3)

Y() Yn

erreur relative = =0O(- ) au moins d’ordre 1.

En travaillant plus premsement (par des équivaleneegyremple), on montre qu’elle est exactement
d’'ordre 1.

Pour Euler implicite : idem (méme calcul, méme ordre).

Tout ce qui a été utilisé dans cette méthode est faigabéau terminale : les DL utilisés peuvent étre
des petits exercices demandées auparavant.

Si on se place dans le programme complémentaire (utdisates DL) :
Ona :w =y (Xx+O0h) =y (X) + gy"(x+ eh) et®(x,y, h) = f(x,y) = y'(X), donc l'ordre est
1. L'erreur est erO(h).



METHODE D'EULER 1

Programme pour la Tl en langue anglaise : résolution gopghid’une équation fferentielle par la
méthode d’Euler (pris dans Initiation Voyage 200, P.7s L@...” sont des commentaires. Pour le mode
francais : remplacer Newlist par NouvList, et Zoomdata paomDonn. Le programme qui suit est
la méthode d’euler explicite, pour la fonctidi{x) = x + 1, c’est a dire pour I'équation fierentielle

y =y+1, avec un pas deD, et pour 40 points.

euler()

Prgm

Local f,x0,y0,p,n,Ix,ly,i

"X+1"— f:"0" - x0:"0"— y0:"0.1"— p
"40” - n

@ la ligne précedente serta mettre des valeurs par @é&faut pour le programme
Dialog

Title "Entrée des données”

Request "f(x)",f

Request "x0 ",x0

Request "y0 ",y0

Request "Pas ”,p

Request "Pts ”,n

Endlog

expr(f— f: expr(x0)— x0 : expr(y0}> yO
expr(p)- p : expr(n}» n

Newlist(n)- Ix : Newlist(n)— ly

Fori,1,n

X0 — IX[i] :y0O — ly[i]

yO+p*(f| x=x0)— y0 :x0+p— X0

EndFor

Ix — listel :ly — liste2

Newplot 1,2 listel liste2,,,,3

Zoomdata @pour zoomer sur les donrées. Pas écessaire, et rame parfois troublant
EndPrgm

On trouve dans les manuels de Tl une comparaison entre EliRemge-Kutta : P.11-19 pour le manuel
de la TI 89, p.686 pour le manuel TI 89-Voyage 200.
METHODE D'E ULER 2

L'exemple qui suit est la méthode d’euler explicite, paufdnction f(t) = a(t)y+ b(t). On peut tester par
exemplea(t) = -t etb(t) = 1, ie équation dférentielley’ = -y + 1, avec un pas deD, et pour 40 points.

euler2()

Prgm

Local a,b,x0,y0,p,n,Ix,ly,i
Dialog

Title "Entrée des données”
Request "a(x)”,a

Request "b(x)",b

Request "x0 ”,x0

Request "y0 ",y0



Request "Pas ",p

Request "Pts ”,n

EndDlog

expr(a)y> a: expr(b)> b : expr(x0)> x0 : expr(y0)> yO
expr(p)- p : expr(n}» n

Newlist(n)- Ix : Newlist(n)— ly

Fori,1,n

X0 — IX[i] :y0 — Iy[i]

(yO+p*(b| x=x0))/(1-p*(ax=x0)— yO xO0+p— x0
EndFor

Ix — liste3 :ly — listed

Newplot 2,2 liste3 liste4,,,,3

@ gques petits chgts pour ne pagcraser le travail réalist avec Euler 1
Zoomdata

EndPrgm

remarque : s'il y a un souci avec un programme, vérifier que la Tl estsdanbonne langue, et que
les liste listel et liste2 (ou liste3, etc.) sont bien sr&én le vérifie manuellement dans Appats List
Editor) ; le cas échéant créer ces listes.



