
Expośe 80 : Caract́erisation des fonctions exponentielles par
l’ équation fonctionnellef (x + y) = f (x). f (y). Applications.

Prérequis1 : -x 7→ expx, introduit comme bijection réciproque dex 7→ ln
-expax = ax

-ax+y = axay

-continuité, dérivabilité, intégrale
-Q dense dansR

Motivation : pour tout réel non nula, l’applicationϕ : n ∈ Z 7→ an (avec la conventiona0 = 1) satisfait à
ϕa(n + m) = ϕa(n).ϕa(m), pour tout entiersn etm...

Cadre: Soit E={ f : R→ R, f (x + y) = f (x). f (y), ∀x, y ∈ R2 }, E∗={ f ∈ E, f (x) . 0}

remarques: -Les fonctions exponentielles sont (clairement) solutions deE∗

-A t-on toujours [f ∈ E ⇒ f (x) = eαx] ? Non, et c’est bien l’intérêt de l’exposé...

1 Propri étés

Propri étes:

1. E , ø etE∗ , ø

2. Si f ∈ E et si f s’annule en un pointa, alors f ≡ 0

3. Si f ∈ E∗, alors f > 0

4. Si f ∈ E∗, alors f (0) = 1

preuve: (1) la fonction nulle est trivialement dansE, de même la fonctionx 7→ exp(x) est dansE∗

(2) ∀x ∈ R, f (x) = f (x − a). f (a), donc si f s’annule ena, f (x) ≡ 0
(3) ∀x ∈ R, f (x) = f ( x

2) f ( x
2) = f ( x

2)2
> 0, donc six , 0, f (x) > 0 (par 2)

(4) f (0) = f (0+ 0) = f (0)2 donc f (0).(1− f (0)) = 0 donc f (0) = 0 ou f (0) = 1, or f (0) = 0⇒ f ≡ 0, donc
f (0) = 1 �

Conclusion : les éléments deE∗ sont des applicationsf : R→ R∗+

Propri été de continuit́e : si f ∈ E et f continue en un pointx0 ∈ R, alors f continue surR.

preuve: soit f . 0 (trivial sinon), (x, h) ∈ R2, f (x + h) = f (x − x0 + x0 + h)= f (x − x0). f (x0 + h), or f continue en

x0, donc lim
h→0

f (x0 + h) = f (x0), d’où lim
h→0

f (x + h)= f (x − x0). f (x0)= f (x − x0 + x0)= f (x). Ainsi, ∀(x, h) ∈ R2,

lim
h→0

f (x + h)= f (x), donc f continue surR �

Propri été de d́erivabilit é : si f ∈ E et f continue en un pointx0 (donc surR par ce qui précède), alors
f ∈ C+∞(R), et f ′(x) = f ′(0). f (x), ∀x ∈ R.

preuve: soit f ∈ E, f continue enx0 ∈ R⇒ fC0(R) par la proposition précédente. Soitg(x) =
∫ 1

0
f (x + y)dy

(g existe bien cary 7→ f (x + y) est continue). Doncg(x) =
∫ 1

0
f (x). f (y)dy= f (x)

∫ 1

0
f (y)dy or

∫ 1

0
f (y)dy est une

constante (carf continue sur [0, 1], donc bornée, et
∫ 1

0
f (y)dy=F(0)− F(1) = cste), donc :

g dérivable⇔ f dérivable

1Source : Sabine, Isabelle. Tapée par Gwendal, réalisé avec LATEX. Mis à jour le 08/06/2007. Plan pas encore au point.
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Or en posantt = x + y, on ag(x) =
∫ 1

0
f (x + y)dy=

∫ x+1

x
f (t)dt=F(x + 1)− F(x) (F existe bien carf continue sur

[x; x + 1] donc admet une primitive, et on aF′ = f ), doncg est dérivable (carF est dérivable, de dérivéef ), et par
suite f est dérivable.

De plusg′(x) = f ′(x).
∫ 1

0
f (y)dy= f ′(x).K1= f (x + 1)− f (x)= f (x)[ f (1)− 1]= f (x = .K (où K1 =

∫ 1

0
f (y)dy et

K2 = f (1)− 1)

Donc f ′(x).K1= f (x).K2, en particulierf ′(0).K1 = f (0).K2 = 1.K2 = K2, donc f ′(0) =
K1

K2
=: K, et

f ′(x) = f ′(0). f (x), ∀x ∈ R, et f ∈ C∞(R) par récurrence. �

2 Recherche des solutions deE∗

Nous allons rechercher les solutions “suffisamment régulières”.

2.1 Recherche des solutions continues surR

On a vu que les fonctions exponentielles sont des solutions de E∗, et elles sont continues ; montrons que ce sont les
seules.

Proposition : soit f une fonction continue solution de l’équation fonctionnelle E∗. Alors :

1. ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, f (nx) = [ f (x)]n

2. ∀x ∈ R, ∀n ∈ Z, f (nx) = [ f (x)]n

3. ∀x ∈ R, ∀r ∈ Q, f (rx) = [ f (x)]r

4. ∀x ∈ R, f (x) = ax (ie f (x) = ex ln a) où a = f (1)

Conclusion :les fonctions continues surR solutions de E∗ sont les fonctions exponentielles(une fonction
continue en un point deR et solution deE∗ est continue surR, et donc est aussi une fonction exponentielle).

preuve:
(1) soit x ∈ R, n ∈ N, f ∈ E continue. Alorsf (nx) = f (x + ... + x) = f (x)... f (x)= f (x)n

(2) soitn ∈ Z∗+. f (−x.n)= f (−x − x.... − x)= f (−x)... f (−x), or f (0) = 1 = f (x − x) = f (x). f (−x), donc

f (−x) =
1

f (x)
, et f (−x.n) =

1
f (x)

...
1

f (x)
=

1
f (x)n

= f (x)−n, donc f (N.x)= f (x)N en posantN = −n ∈ Z− (et donc

propriété vraie surZ tout entier, par (1)).

(3) soitn =
p
q

, f (
p
q

x)=[ f (x)]
p
q ? f (px)= f (

p
q
.qx)=[ f (x)] p= f (

p
q
.qx)= f (

p
q

x + ... +
p
q

x)= f (
p
x

)q ; donc

f (x)p = f (
p
q
.x)q, d’où f (x)

p
q = f (

p
q
.x) (en multipliant parf (x)

1
q de chaque côté, puis règle des fonctions

puissances).
(4) ∀r ∈ Q, x ∈ R, f (rx) = f (x)r, en particulierf (1)r = f (r) ie f (r) = er ln f (1) ∀r ∈ Q. Soit x ∈ R, ∃(rn) ∈ Q tq
rn → x, donc f (rn)=ern ln f (1) ∀n ∈ N. Or f est continue, doncf (rn)→ f (x), et x 7→ exp(x) continue, donc
ern ln f (1) → ex ln f (1), et par unicité de la limite,f (x) = ex ln f (1), ∀x ∈ R �

remarque : une preuve plus rapide est possible : [f ∈ E∗, f continue enx0 ⇒] fC+∞(R) et f ′(x) = f ′(0). f (x),
équation différentielle (ED) :y′ = ky de solution exponentielle. Mais on a besoin des équations différentielles dans
cette preuve, et de la connaissance des exponentielles comme solution de ces (ED)...

2.2 Recherche des solutions monotones surR

Soit f une solution monotone surR, solution deE∗. Pour tout réelx, il existe des suites adjacentes (un) et (vn) de
nombres rationnels qui convergent versx. Pour toutn, on a f (un) = aun oùa = f (1), la fonctionexpa étant continue
surR, on en déduit que la suite de terme général (f (un)) converge versax (de même pour (f (vn))). Or ∀n ∈ N,
f (un) 6 f (x) 6 f (vn) (ou f (vn) 6 f (x) 6 f (un), suivant quef croissante ou décroissante), donc en passant à la
limite, ax

6 f (x) 6 ax, donc f (x) = ax.

Conclusion : les solutions deE∗ qui sont monotones surR sont les fonctions exponentielles.
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3 Applications

3.1 Exemples d’́equations fonctionnelles se ramenant̀a la préćedente

Déterminer les fonctions continues surR solutions des équations fonctionnelles :
(0) f (x + y) = f (x) + f (y)
(1) f (x + y) = f (x) + f (y) + f (x). f (y)
(2) f (x + y) + x + y = ( f (x) + x).( f (y) + y)

(3) f (x + y) + x + y =
f (x) + f (y)

1+ f (x). f (y)

preuve: (0) f (x + y) = f (x) + f (y)⇒ exp( f (x + y))=exp( f (x)) + exp( f (y)), donc
exp( f (x + y))=exp( f (x)).exp( f (y)), donc en posantg(x) = exp( f (x)), on ag(x + y) = g(x).g(y), doncg(x) = ax

(oug(x) ≡ 0), d’où f (x) = ln(ax)=ln(ex ln a)=x ln a (a > 0 pour quex 7→ ax ait un sens , bien sûr), doncf (x) = K.x,
K ∈ R.
Réciproquement, on vérifie que toute fonctionx 7→ K.x, K ∈ R vérifie bien (0)
(1) soitg(x) := 1+ f (x), doncg(x).g(y) = 1+ f (x) + f (y) + f (x). f (y)=1+ f (x + y)=g(x + y)
Or les solutions continues surR deg(x).g(y) = g(x + y) sontx 7→ 0 etx 7→ ax, donc les solutions de (1) sont
x 7→ −1 etx 7→ ax − 1
(2) soitg(x) := f (x) + x, doncg(y) = f (y) + y et (f (x) + x).( f (y) + y) = g(x).g(y)=g(x+ y) Or les solutions
continues surR deg(x).g(y) = g(x + y) sontx 7→ 0 etx 7→ ax, donc les solutions de (2) sontx 7→ −x et
x 7→ ax − x �

3.2 Exemples d’intervention des fonctions exponentielles

Beaucoup plus classique...

4 Compléments

4.1 Remarques

-ne pas oublier de citer la fonction nulle comme solution de monotone surR, ou continue surR, etc...
-Q dense dansR intervient pour dire qu’il existe une suite tq. etc...
-si f solution deE, alors f continue⇔ f monotone (on peut montrer cette équivalence avant si on veut).
-parler de la fausse fonction exponentielle
-a t-on : f (x + y) = f (x). f (y) ⇒ f (x) = eαx ? Bien sûr que non, sinon on n’introduirais pas les conditions : f
continue,f monotone, etc...

4.2 Fonction exponentielle

Introduction de la fonction exponentielle, etc...
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