Expo% 80 : Caradrisation des fonctions exponentielles par
I’ equation fonctionnellé(x + y) = f(x).f(y). Applications.

Prérequist : -x — expy, introduit comme bijection réciproque ae— In
-eXpaX = a*
-akty = a*ay
-continuité, dérivabilité, intégrale
-Q dense dank

Motivation : pour tout réel non nuh, 'applicationy : n € Z — a" (avec la conventiom® = 1) satisfait a
wa(n+ M) = pa(N).a(M), pour tout entiers etm...

Cadre: SoitE={ f :R = R, f(x+y) = f(X).f(y), VX yeR?},E*={ f € E, f(X) 2 0}

remarques: -Les fonctions exponentielles sont (clairement) sohgideE*
-A t-on toujours ff € E = f(x) = €*]? Non, et c’est bien l'intérét de I'expose...

1 Propriéetés

Propri étes:
l.E+getE g
2. Sif e Eetsif s’annule en un poird, alorsf =0
3. Sif e E*, alorsf >0
4. Sif € E*, alorsf(0) =1
preuve: (1) la fonction nulle est trivialement daiis de méme la fonctior — exp(x) est dan€*
(2)VxeR, f(x) = f(x—a).f(a), donc sif s'annuleerg, f(x) =0
(B)VxeR, f(x) = f(g)f(%) = f(3)2 > 0, donc six # 0, f(x) > 0 (par 2)
(4) f(0) = f(0+0) = f(0) doncf(0).(1- f(0))=0doncf(0)=00uf(0)=1,0rf(0)=0= f =0, donc
f(0)=1 mi

Conclusion : les éléements @& sont des applications: R — R%
Propri été de continuité: si f € E et f continue en un pointy € R, alorsf continue suiR.

preuve: soit f # O (trivial sinon), &, h) € R?, f(x+ h) = f(X = Xo + Xo + h)=f (X — X0). f(Xo + h), or f continue en
X0, donchlirgf(xo + h) = f(xp), d’ou rI]irrg f(x+ h)=f(x = Xo). f(Xo)=T (X = X0 + X0)=f(X). Ainsi, V(x, h) € R?,
Linz) f(x + h)=f(x), doncf continue suR m]

Propri été de cerivabilit é: si f € E et f continue en un pointy (donc sufR par ce qui précede), alors
f e C**(R), et f’(x) = f/(0).f(X), VX € R.

preuve: soit f € E, f continue enxy € R = fCO(R) par la proposition précédente. Sgfk) = fol f(x+ y)dy

(g existe bien cay — f(x + Yy) est continue). Dong(x) = fol f(x).f(y)dy=1(x) fol f(y)dy or fol f(y)dy est une
constante (caf continue sur [01], donc bornée, eﬁ)l f(y)dy=F(0) - F(1) = cste), donc:

g dérivables f dérivable

1Source : Sabine, Isabelle. Tapée par Gwendal, réalisé BReX. Mis & jour le 0806/2007. Plan pas encore au point.



Or en posant = X+ Y, on ag(x) = fol f(x+ y)dy:fXJrl f(t)dt=F(x + 1) — F(X) (F existe bien caf continue sur

[%; x + 1] donc admet une primitive, et onFd = f),xdoncg est dérivable (cafF est dérivable, de dérivég, et par

suite f est dérivable.

De plusg’(x) = f'(X). fol f)dy="1"(x).Ki=f(x+ 1) - f(X)=F(X)[f(1) - 1]=f(x= .K (oUK; = fol f(y)dy et

Ky =f(1)-1)

Donc f/(x).K1=f(X).Kz, en particulierf’(0).K; = f(0).K; = 1.K; = K3, doncf’(0) = E—i =K, et

f/(x) = f/(0).f(x), YX e R, etf € C*(R) par récurrence. m]

2 Recherche des solutions de*

Nous allons rechercher les solutionsfiisamment régulieres”.

2.1 Recherche des solutions continues sir

On a vu que les fonctions exponentielles sont des solutie s et elles sont continues ; montrons que ce sont les
seules.

Proposition : soit f une fonction continue solution de I'eéquation fonctione&*. Alors :
1. ¥xeR,¥neN, f(nx) = [f(x)]"
2. ¥xeR,¥YneZ, f(nx) =[f(X)]"
3. ¥xeR,VreqQ, f(rx) =[f(X)]"
4. VX eR, f(x) = a* (ie f(X) = e'"®) oua = f(1)

Conclusion :les fonctions continues surR solutions de E* sont les fonctions exponentiellegune fonction
continue en un point d& et solution deE* est continue suR, et donc est aussi une fonction exponentielle).

preuve:

(1) soitxe R,ne N, f € E continue. Alorsf(nx) = f(x+ ... + X) = f(X)...f(X)=f(x)"

(2) soitn € Z%.. f(—x.n)=f(=x—=X.... = X)=F(=X)...f(=x), or f(0) = 1L = f(x— x) = f(X).f(-x), donc
1

f(_X) = m, Etf(—X.n) = mmzw

propriété vraie suZ tout entier, par (1)).
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(3) soitn = q’ f(ax)_[f(x)] ? f(px)_f(q.qx)_[f(x)]P_f(q.qx)_f(qx+ et qx)_f(x)q, donc

=f(x)™", doncf(N.x)=f(x)N en posanN = -n € Z_ (et donc

f(x)P = f(ap.x)q, d'ou f(x)g = f(ap.x) (en multipliant pan‘(x)% de chaque coté, puis régle des fonctions

puissances).

(4)Vr e Q, xeR, f(rx) = f(X), en particulierf (1) = f(r) ie f(r) = €'"f® vr € Q. Soitx € R, 3(ry) € Q tq

rn — X, doncf(r,)=€"" M) vn e N. Or f est continue, doné(r,) — f(x), etx — exp(x) continue, donc
gninf)  eXInf) et par unicité de la limitef (x) = "M yx e R O

remarque : une preuve plus rapide est possibld :d E*, f continue enxg =] fC**(R) et f'(x) = f/(0).f(X),
équation ditérentielle (ED) y’ = ky de solution exponentielle. Mais on a besoin des équatitfferentielles dans
cette preuve, et de la connaissance des exponentiellesesniation de ces (ED)...

2.2 Recherche des solutions monotones sRr

Soit f une solution monotone s, solution deE*. Pour tout réek, il existe des suites adjacenteg)(et (v,) de
nombres rationnels qui convergent ver®our toutn, on af(u,) = a* otua = f(1), la fonctionexp, étant continue
SurR, on en déduit que la suite de terme généféli{)) converge vers* (de méme pourf((v,))). Or ¥n € N,

f(un) < f(X) < f(vn) (ou f(vn) < f(X) < f(un), suivant quef croissante ou décroissante), donc en passant a la
limite, a* < f(X) < a*, doncf(x) = a*.

Conclusion : les solutions d&* qui sont monotones sii sont les fonctions exponentielles.



3 Applications

3.1 Exemples déquations fonctionnelles se ramenard la précedente

Déterminer les fonctions continues fusolutions des équations fonctionnelles :

(0) f(x+y) = f(x) + f(y)

(1) fx+y) = £ + f(y) + £(X).f(y)

Q) f(x+y) +x+y= (ff((>><())+;xf)(-§/;‘(y) +Y)

B)f(x+y)+x+y= 1+ 9.1 )

preuve: (0) f(x+Yy) = f(X) + f(y) = exp(f(x + y))=exp(f (X)) + exp(f(y)), donc

exp(f(x +y))=exp(f(x)).exp(f(y)), donc en posarg(x) = exp(f(x)), on ag(x+y) = g(x).g(y), doncg(x) = a
(oug(x) = 0), d’oui f(x) = In(@)=In(e*"¥)=xIna (a > 0 pour quex — a* ait un sens , bien sar), dori¢x) = K.x,
KeR.

Réciproquement, on vérifie que toute fonctior> K.x, K € R vérifie bien (0)

(1) soitg(x) := 1+ f(x), doncg(X).g(y) = 1+ f(X) + f(y) + f(X).f(y)=1+ f(x+y)=g(X+Y)

Or les solutions continues sBrde g(x).g(y) = g(x + y) sontx — 0 etx — a*, donc les solutions de (1) sont
X -letx—a*-1

(2) soitg(x) := f(X) + x, doncg(y) = f(y) + yet (f(x) + X).(f(y) +y) = 9(X).9(y)=g(x + y) Or les solutions
continues suR deg(x).g(y) = g(x + y) sontx — 0 etx — a*, donc les solutions de (2) sort-> —x et

X+ a¥—X O

3.2 Exemples d’intervention des fonctions exponentielles

Beaucoup plus classique...

4 Complements

4.1 Remarques

-ne pas oublier de citer la fonction nulle comme solution a@aatone suR, ou continue SuR, etc...

-Q dense danR intervient pour dire qu’il existe une suite tq. etc...

-si f solution deE, alorsf continues f monotone (on peut montrer cette équivalence avant si o).veu
-parler de la fausse fonction exponentielle

-aton:f(x+y) = f(X).f(y) = f(x) = €*? Bien slr que non, sinon on n'introduirais pas les conastiof
continue,f monotone, etc...

4.2 Fonction exponentielle

Introduction de la fonction exponentielle, etc...



