
Inégalit́es des accroissements finis - Exemples d’applicationsà
l’ étude de suites et de fonctions

Prérequis1 : -Théorème des valeurs intermédiaires
-Théorème de Rolle

1 Inégalité des accroissements finis

Théorème(  ) : Soient (a, b) ∈ R2, et f : [a, b] → R une application continue sur
[a, b], et dérivable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un pointc ∈]a, b[ tel que f (b)− f (a) = (b− a) f ′(c).

preuve: Soitϕ tel que [a, b] → R

x 7→ f (x) − f (a) − f (b)− f (a)
b−a (x − a)

On aϕ(b) = ϕ(a) = 0, donc par Rolle,∃c ∈]a, b[ tel queϕ′(c) = 0 �

Corollaire : (I́́   )
Soient (a, b) ∈ R2, et f : [a, b] → R une application continue sur [a, b], et dérivable sur ]a, b[. Si de plus,
∃(m,M) ∈ R2, tel quem ≤ f ′(x) ≤ M ∀x ∈]a, b[, on a alors :
m(b − a) ≤ f (b) − f (a) ≤ M(b − a), ∀x ∈]a, b[.

remarques :
-Si f est bornée, le taux d’accroissement aussi.
-Pourm et M petit, si on connaitf (a), on peut donc approcherf (b). Ex : calcul de

√
105

Soit f : [100, 121] → R

x 7→
√

x

On a : 1
22 ≤ f ′(x) ≤ 1

20, donc 5
22 ≤

√
105−

√
100≤ 5

20, donc 10, 22≤
√

105≤ 11, 25

Corollaire : soit f : I 7−→ R, continue surI, dérivable surI (où I intervalle de bornesa et b). S’il existe
M ∈ R+ tel que∀x ∈ I, | f ′(x)| ≤ M, on a alors :

| f (b) − f (a)| ≤ M|b − a|

Exemple :soit | cosa − cosb| ≤ |b − a|, ∀(a, b) ∈ R2.

2 Application à l’ étude de fonctions

2.1 Interpr étation graphique

Soit f vérifiant les hypothèses du IAF. Alors∀ x ∈ ]a, b[, m(x − a) + f (a) ≤ f (x) ≤ M(x − a) + f (a),
et M(x − b) + f (b) ≤ f (x) ≤ m(x − b) + f (b).

ex : f : [1, 2] → R

x 7→ 1
x

1L’exposé a été présenté à Bordeaux(1) en 2005, tapé par Gwendal Haudebourg. Réalisé avec LATEX. Mis à jour le
10/06/2007.
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2.2 Théorème de Lagrange

Soit I un intervalle réel infini (ou non), etf : I → R une application continue surI, et dérivable sur
o
I.

Alors :
(i) ∀x ∈

o
I, f ′(x) > 0 ⇐⇒ f croissante surI

(ii)∀x ∈
o
I, f ′(x) = 0 ⇐⇒ f constante surI

preuve: (i) (⇒) Si ∀x ∈
o
I, f ′(x) > 0, on prend (a, b) ∈ I2 aveca < b. Alors le théorème des

accroissements finis appliqué àf ⇒ ∃c ∈]a, b[ tel que f (b) − f (a) = (b − a) f ′(c). Commef ′(c) > 0, on
obtient f (b) > f (a), donc f croissante sur [a, b], donc f est croissante surI.
(i) (⇐) ne relève pas du TAF �

3 Application à l’ étude de suite

3.1 Etude de suites par comparaison

Etude de (un)n, un =
2n
∑

p=n+1

1
p .

L’IAF appliqué à f : [x, x + 1] → R

t 7→ ln t
, pourx ∈ R∗+

On a :
1

x+1 ≤ ln(x + 1)− ln(x) ≤ 1
x

un ≤ ln 2n − ln n ≤ un +
1
n −

1
2n

un ≤ ln 2 ≤ un +
1
2n

ln 2− 1
2n ≤ un ≤ ln 2

D’où :
lim
n→∞

un = ln 2

remarque : si on nous demande une autre preuve de la convergence deun :
0 ≤ un ≤ n

n+1 ≤ 1
un+1 − un =

1
2n+1 +

1
2n+2 −

1
n+1 =

1
2n+1 −

1
2n+2 ≥ 0

Doncun est majorée, croissante, donc converge.

3.2 Etudes de suitesun+1 = f (un)

Théorème du point fixe :
Soit f : [a, b] 7−→ [a, b], continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Si ∀x ∈]a, b[, | f ′(x)| ≤ k, k ∈ [0, 1[,
alors f (x) = x admet une unique solution dans [a, b].

preuve: Existence :

f (a) ≤ a, f (b) ≥ b, car f : [a, b] 7−→ [a, b]. Soit g : [a, b] → R

x 7→ f (x) − x
On a :g(a) ≥ 0, g(b) ≤ 0, etg continue sur [a,b], donc d’après le TVI,∃x ∈ [a, b] tel queg(x) = 0 (ie
f (x) = x).
Unicité :
Soientx et y deux points fixes (ief (x) = x, f (y) = y). D’après IAF,| f (x) − f (y)| ≤ |x − y|,⇒
|x − y| ≤ |x − y|, doncx = y. �

Corollaire : A 
Sous les hypothèses du théorème précédent, soit (un)n définie par :u0 ∈ [a, b], un+1 = f (un). Alors (un)n

converge, et sa limitel, point fixe def , est telle que∀n ∈ N, |un − l| ≤ kn(b − a).
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exemple: Etude deu0 = 0, un+1 =

√

3
2 + un

Si l existe, alorsl =
√

3
2 + l, d’où l = 1+

√
7

2 (l ≥ 0).

k = 1√
14
≤ 1

3, donc|un − l| ≤ 1
3n .2
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