Inégalies des accroissements finis - Exemples d’applicagons
I’ étude de suites et de fonctions

Prérequis' : -Théoréme des valeurs intermédiaires
-Théoréme de Rolle

1 Inégalité des accroissements finis

Théoréme(pes AccrROISSEMENTS FINIS) : Soient &, b) € R?, et f : [a,b] — R une application continue sur
[a, b], et dérivable surd, b[. Alors il existe au moins un poirtt €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f’(c).

preuve: Soitp telque R b] — R
x b f() - f@) - OB (x_q)
On agp(b) = ¢(a) = 0, donc par Rolledc €]a, b[ tel quey’(c) =0 m|

Corollaire : (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS)

Soient &, b) € R?, et f : [a,b] — R une application continue sua,[b], et dérivable surd, b[. Si de plus,
3I(m, M) € R?, tel quem < f/(X) < M ¥x €]a, b, on a alors :

m(b-a) < f(b) - f(a) < M(b-a), Yx €]a,bl.

remarques:
-Si f est bornée, le taux d’accroissement aussi.
-Pourm et M petit, si on connaif (a), on peut donc approchédfb). Ex : calcul dev105
Soitf: [100,121] — R
X = 4/X
Ona:4 < f(X) < 4, doncs; < VI05- VI00< &, donc 1022 < VI05< 11,25

Corollaire : soit f : | — R, continue suit, dérivable sut (oul intervalle de bornea etb). S'il existe
M e R, tel quevx e I, |f'(X)| < M, on aalors :

[f(b) - f(a)l < Mlb - &

Exemple : soit| cosa — cosb| < |b — al, ¥(a, b) € R2.

2 Application a I'étude de fonctions

2.1 Interprétation graphique

Soit f vérifiant les hypotheses du IAF. Alowsx € Ja, b[, m(x—a) + f(a) < f(X) < M(x-a) + f(a),
etM(x-b) + f(b) < f(X) < m(x—b) + f(b).
ex:f: [1,2]

X

]
<1~ 20

I’exposé a été présenté a Bordeaux(1) en 2005, tapéGwendal Haudebourg. Réalisé avefeX. Mis a jour le
10/06/2007.



2.2 Théoreme de Lagrange

(o]
Soitl un intervalle réel infini (ou non), €t : | — R une application continue sliy et dérivable sut.
Alors :

(0]

@) vxel, f'(X) > 0 < f croissante sur
(0]

(ilvxel, f'(X) =0 < f constante sur

preuve: (i) (=) SivVxe (I) f/(X) > 0, on prend 4, b) € 12 aveca < b. Alors le théoréme des
accroissements finis appliqué& & 3c €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b — a)f’(c). Commef’(c) = 0, on
obtient f(b) > f(a), donc f croissante sug[b], donc f est croissante siir

() (<) ne releve pas du TAF m]

3 Application aI'étude de suite

3.1 Etude de suites par comparaison

2n
Etude de ¢n)n, Un = D, —é
p=n+1

L'IAF appliqué af : [x,x+1] — R ,pourxeR:
t — Int
Ona:
1 1
o1 S In(x+ 1) — In(X) Sli .
Up<In2n—-Inn<up+ = -5
U <IN2< Uy + 5
1
\In2— 55 SUp<In2
D'ou:
imuy,=In2
n—oo
remarque : si on nous demande une autre preuve de la convergenge: de

n
OSUnSmﬁl
1 1 1 1 0

Unit = Un = o3 + 202 ~ el = 21~ 2042 =
Doncuy, est majorée, croissante, donc converge.

3.2 Etudes de suitesl,; = f(u,)

Théoreme du point fixe :
Soit f : [a,b] — [a, b], continue sur, b], dérivable surd, b[. SiVx €]a, b, |f'(X)| <k, k € [0, 1],
alors f(X) = x admet une unique solution darss ).

preuve: Existence :
f(@ <a, f(b)>b,carf :[a bl — [ab]. Soitg: [a,b] — R
X B f(X)-x
Ona:g(a) = 0, g(b) < 0, etg continue sur [a,b], donc d’apres le T\Ax € [a, b] tel queg(x) = 0 (ie

f(X) = X).

Unicité :

Soientx ety deux points fixes (id (x) = x, f(y) = y). D’apres IAF,|f(X) = f(Y)| < [X=Y|, =

X—yl < |x-y|, doncx =Y. O

Corollaire : APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
Sous les hypothéses du théoreme précédent,usditdéfinie par ug € [, b], Uns1 = f(un). Alors (Un)n
converge, et sa limite point fixe def, est telle que/n € N, |u, — 1| < k"(b - a).



exemple: Etude delp = 0, Ups1 = /3 + Uy
Sil existe, alorg = /2 +1, d'ottl = Y7 (1 > 0).

1 1 1
k= Vi <3 doncluy = | < ?2



