Expose 78 : TRoeme de Rolle-Applications

Prérequis' :

-Notions de limite, de continuité, de dérivabilité

-L'image d’'un segment réel par une fonction continue essegment
-Théréme des valeurs intermédiaires

-Le sup et I'inf d'une fonction continue sont atteints surse&gment

1 Theoreme de Rolle

Théoreme : (THEOREME DE ROLLE)
Soient f,b) € R?, a< betf : [a b] — R une application continue suab], et dérivable surd, b[. Si
f(a)=f(b), alors il existe au moins un pointe]a, b[ tel que f’(c) = 0.

preuve: on sait quef est continue surd, b], donc f est bornée et atteint ses bornes (d’apres le theoréme
des valeurs intermédiaires) inférieuragt supérieuré\.

Si f est constante sua]b], alorsVYc €]a, b[, on af’(c) =0

Sinon, on doit avoim < f(a) ouM > f(a). Si par exemplen < f(a), soitc € [a, b] tel que f(c) = m.

Alors c €]a,b[ carf(b) = f(a) #m, et¥x € [a,b], on af(c) < f(X).

DoncVx ela, f, {919 < g etvx e]c,b[, {¥=19 > o

Or f est dérivable eg, doncxlir?w existe, etf’(c) = fj(c) = fy(d), doncf’(c) = 0. m|

Interprétation géométrique : on montre qu'il existe anims une tangente horizontale en un point
d’'abscisse intérieur a[b].

Remarques :
a) Dans la demonstration, on établit (puis on utilise)equin extremunmtérieur ou f est dérivable, la
dérivée est nulle.
b) Le pointc n’est pas forcement unique :
exemple L
f(x) = sinxsur [Q 27]; () = f’(3—2”) =0
¢) On ne peut pas généraliser le théoreme de Rolle awtifms a valeurs dar :
f(x) = € définie sur [027] f est dérivable sur [@n] et f/(X) = ie* # 0 Vx € [0, 2x] (et f(0) = f(2n))
d) La réciproque du théoreme de Rolle n’est pas vraieem@gl : Soit la fonction
f: [ab] — R f(0)=0maisf(a) = f(b) n'est réalisé que poa=b

X B
e) Il est nécessaire que f soit continueaest b :
f: [0,1] - R f est dérivable sur [A[, discontinue en 1, et onH0) = f(1) = 0 mais

X > X—[X
¥xel[0, 1, f/(x) =1
f) On ne peut pas se contenter de I'existence de la déawdeitfe (respect. a gauche) d’'un point, il faut
que la fonctionf soit dérivable surd, b[ tout entier :f: [-1,1] — R

X b X
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g) On travaille sur un intervalle, le théoréme ne marchs gur une réunion d’intervalle :

xe[0,1]U[2,3] — f(x)={ ;,(_x z:iig:;}

On af(0) = f(3) mais la dérivée ne prend jamais la valeur 0.

Théoreme : (EXTENSION DE ROLLE A UN INTERVALLE NON BORNE) exemple | = [a, +oo[
Soit f : [a, +oo[— R, continue surd, +oo[, dérivable surg, +oo[, avecf(a) = limy_ . f(X) = I. Alors
il existec €]a, +oo tel que f’(c) = 0.

preuve: si f est identiguement nulle, c’est trivial.

On supposd(a) = limy_, 1. f(X) =1 = 0 (on peut toujours se ramener a ce cas). On suppose qeieexi
a > atel quef(a) > 0 (sinon, prendre-f). Soit alorsv un réel fixé dans ]0f (a)[. D’apres le TVI,

dc, €]a, of tel que f(cy) = v. D’autre part, comme lip,, o, f(X) = 0, 3d > @ tel quef(d) < v, d'aprés

le TVI, dc;, €]a, d[ tel que f(c,) = v (carv < f(a) etv > f(d)). Il ne nous reste qu'a appliquer Rolle a
[c1, Co). m]

Exercice: soit f dérivable surd, b[ tel que f’(a) < 0 et f’(b) > 0. Montrer qu'’il existec €]a, b[ tel que
f’(c)=0

preuve: On sait quef’(a) < 0 et f(b) > 0 doncf n'est pas monotone sua,[b], donca fortiori non

strictement monotone. Donc, comrheontinue,f n’est pas injective, dong(c, d) € [a, b]?tels que
f(c) = f(d), donc par le théoreme de Rolkgk €]c, d[ tel que f’(k) = 0. |

exemple 2 f : x €]0, %] - xsin)—l( et f(0) = 0. Il existe une infinité de poinc tels quef’(c) = 0.

2 Applications

2.1 Théoréme des Accroissements finis

Théoreéme : (ACCROISSEMENTS FINIS)
Soient g, b) € R?, et f : [a,b] — R une application continue sua ], et dérivable surd, b[. Alors il
existe au moins un poirt€]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b — a)f’(c).

preuve: soitg: x— f(x) - w(x - a)

Doncg(b) = g(a) et g est continue sur[b], dérivable sur Ja,b[; on peut donc appliquer le théceade

Rolle & g :dc €]a, b[ tel queg’(c) = 0 Donc3c €]a, b[ tel que f’(c) = w m]

Remarques :

a) Lorsquef(a) = f(b), on retrouve bien évidemment le théoréme de Rolle

b) Les remarques b) c) d) e) f) et g) du Théoreme de Rollesables pour le théoreme des
accroissements finis.

¢) La méme démarche permet d’obtenir une formule plu€gda des accroissements finis : la formule
de Taylor-Lagrange

Formule des Accroissements finis@néralisés :soient &, b) € R?, et f : [a,b] — R continue surd, b],
et dérivable surd, b[, g : [a,b] — R continue surd, b], et dérivable surd, b[. Alors dc €]a, b[ tel que

(f(b) - f(@)g'(c) = F'(c)(a(b) - 9(a))-

2¢f fin de I'exposé




preuve: soith : x — (g(b) — g(@) f(x) — (f(b) — f(a))a(x)
Donch(b) = h(a) et h est continue surn[b], dérivable sur Ja,b[; on peut donc appliquer le théceata
Rolle a h :3c €]a, b[ tel queh’(c) = 0, donc3c €]a, b[ tel que f’(c)(g(b) — g(a)) = g'(c)(f(b) — f(a)) O

Exercice : (REGLE bu MARQUIS DE L'H OSPITAL)
Soitl un intervalle deR, et soientf etg deux fonctions réelles dérivables sur {a}, continues sut (en
particulier ena), et telles quef(a) = g(a) = 0, etg'(X) # 0 six # a. Alors, s'il existel € R tel que

1) _ [, alors Iim—X =
x-ag(’x) x—ag(X)

PO) <6 vyean( - a). Soit

e 30 (1 - ), on appligue e théoreme de Roll@ t — 1(D9(4) - f(9g(0. (5(@) = G0 = 0).1
_ f(x) f(c f(x insi lim 1
existec € Jn (I - {a}) tq. 90-90" Ona donqﬁ - 1| < &. Ainsi )I(m @_I o

preuve: soite > 0, il existeJ intervalle ouvert contenanttq. |

2.2 Sens de variation sur un intervalle

Théoreme : (THEOREME DE L AGRANGE)

Soitl un intervalle réel infini, ef : | — R une application continue sliy et dérivable su(r). Alors :
(i) Yx e (I) f’'(X) > 0 & f croissante sur

(ivx e ? f’(X) =0 < f constante sur

preuve:

() (=) Sivxe ? f/(X) > 0, on prend 4, b) € 1% aveca < b. Alors le theoreme des accroissements finis
appliqué af = dc €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b — a)f’(c). Commef’(c) > 0, on obtientf(b) > f(a),
donc f croissante sug]b], donc f est croissante sur

(i) (<) trivial, en utilisant la définition de dérivée (ne reéepas du TAF) : soikg > X, X — Xo < 0 et

f(x) - f N e N .
f(x) — f(x0) <0, doncw > 0, d’'ou en passant a la limitE(xp) > 0 (de méme skp < 0). O
Remarque: le résultat prédédent n'est pas généralisable saer@uanion d’intervalles :
Soit la fonctionf : R* — R VxeR* f(X) <0
X B )l(
Cette fonction n’est pas décroissante Rtrcar f(-1) < (1)

2.3 Existence etgparations des racines

Théoreme: soientl un intervalle réel infini, ef : | — R une application dérivable sliy ayantn zéros
surl (n > 2). Alors f” admet au moinsn(— 1) zéros sut, séparés par ceux de

preuve: soient @y, ..., an) lesn zéros def tels quea; < ay.. < ap_1 < a,. Soiti, 1 <i <n; f est
dérivable surd;, a;,1], donc continue surd, g, 1], et f(a) = f(a.1). Donc par le théoreme de Rolle,
g €]a;, a1 tel que f’(¢) = 0. On a donc I'existence de- 1 réels dd tels queYi, 1<i<n-1,
f'(c)=0,eta <1 <@ <Cr<..<8p1<Chr1<an O

2.4 Prolongements des fonctionsétivables

Théoreme: soit| un intervalle réel infinia un point del, et f : | — R une application dérivable sur
(sauf peut-étre au poial), et continue erm.
Silimy_, f/(X) = | avecl € R, alors f est dérivable ea et f’(a) = I.



preuve: on posd-{a} = l5; on sait que lim_, f'(X) = |, doncVe, An tel quevx € IaN]a—n,a+ 7],

| /() — | |< e.

Soitx € I,n]a—n, a+ i[. D'apres le TAF3c, €]x, a[ tel que f/(c,) = f(x) f(a) .Orc€la-n,a+7],
donc| f’(cx) — I |< g, doncY¥x e Ign]la—n,a+ 71, | w —-ll<e. Donc Ilmx_,a w existe et
=1. i

remargue : la réciproque est fausse

2.5 Trucs en plus - Questions d’oral

Théoreme de Darboux: Soit| un intervalle non trivial d&, f : | — R. Si f est dérivable sul, alors
f’(1) est un intervalle.

preuve( de I'exemple) :

Soit f : x€]0, 1] - xsini et f(0) = 0

Soituy = &, n> 2. Ona:f'(x) = sint — icos! et f'(uy) = —(—1)", f'(Uns1) = (N + D)m(-1)™2,
donc f’(un) f'(Uny1) < 0,n > 2. Donc il existec, €]un, Un,1[ tel que f’(c,) = 0 (en utilisant la continuité
de f’ sur [un, un;1]), donc il existe une infinité de pointstels quef’(c) = 0. m|

Extension de Rollea un intervalle non borné : (ExempLE : | =] — oo, +o0[)
Soit f : R — R, continue et dérivable sii, avec, lim f(x) =1= xIim f(X). Alors il existec € R tel
—+00 ——00

quef’(c)=0

Intérét et exemple de la eégle de I'Hospital :
Dans de nombreux cas, il est plus facile de chercher la lichiteapport des dérivées des fonctions, que
celle des rapports des fonctions elles-méme :

SoitG(x) = % = 80X gyr]a Z]. /() = sinx, g'(x) = 1+ (tanx)?. Alors, comme liny_,o ;88 0,

onalim_o ¥ =0,

Inégalité des accroissements finis :
Dans I'enseignement secondaire, on ne parle pas du TAFdediségalité des accroissements finis :
Ona:f(x)- f(a) = (x—a)f’(c) par le TAF classique; €]a, x[. Donc, si on sait majoref’(x) sur Ja, X[,

alorsong f(x) - f(a) I<| x—a| M,ouM = sup | f’(c) |.
cela X

Remarque :

Il serait préférable de ne pas utiliser les preuves (potiisuelles) utilisant lesy (qui ne sont pas des
fonctions).

Exemple : preuve (rapide) d&®&.ONGEMENT DES DERIVEES DES FONCTIONS DERIVABLES :

Soitg(x) = f(x) — f(a) — (x—a)l.g(@) = 0, etg'(X) = f'(X) — I, limy_45 g’ (X) = 0. Donc, par le TAFAc
tel queg(x) — g(@) = (x— a)g’(c), donc| g(x) — g(a) |<| x—a| & lorsquex — a. Donc

| f(X) - f(@) — (x—a)l |<| x—a]| &, ce qui veut dire quéd est dérivable en, et f’(a) = I.

2.6 Petit historique

2.6.1 Hospital Guillaume (marquis et compte) (1661-1704)

Mathématicien francais ; suit les cours de Jean Bernpddht t-il publie (aprés un arrangement finan-
cier) sous son propre nom un certains nombres de résudtais Ie théoreme dit "De L'Hospital”). Cette
supercherie sera dénoncé par Bernouilli & la mort destore;



2.6.2 Rolle Michel (1652-1719)

Mathématicien francais ; travaux d'algebre et d’anelyS’oppose vigoureusement a l'introduction du
calcul infinitésimal (avant de se laisser convaincre).
Il énonce le théoréme dit "de Rolle”, en 1691, sans le oi&tner.

2.6.3 Lagrange Joseph Louis (1736-183)

Mathématicien francais ; un des plus grand mathématidéeson époque, oeuvre immense : mécanique,
analyse, groupes de permutations, prémices de la tséde® groupes, théorie des fonctions, équations
différentielles, etc...

Aprées la mort de sa premiere femme, il se remarieffifrae alors que de tous les prix du monde, celui
qui a le plus de valeur est sa jeune femme (de 40 ans sa cajlette.



