
Expośe 72 : Fonctions d́erivées. Oṕerations alǵebriques. D́erivées
d’une fonction compośee. Exemples.

Prérequis1 :
-Dérivabilité en un point : 3 définitions équivalentes.
-fonctions usuelles. -Notions de limite et continuité -Sif dérivable ena, alors f continue ena.
Cadre: f est une fonction définie surD f à valeurs dansR, oùD f est un ensemble quelconque deR. I un intervalle
deR.
Le but de cet exposé est de passer d’une étude locale (dérivabilité en un point) à une étude globale :
dérivée sur un ensemble.

1 Fonction dérivée

1.1 Définitions

Définition : (i) On dit que f est dérivable surI ⊂ D f si(si) f est dérivable en tout point deI.
(ii) Soit f dérivable surI ⊂ D f , on appelle fonction dérivée l’applicationf ′ : I → R

x 7→ f ′(x)

1.2 Fonctions usuelles

D f f (x) f ′(x) D f ′

R k ∈ R 0 R

R x 1 R

R xn, n ∈ N∗ nxn−1
R

R |x| 1 si x > 0, -1 six < 0 R
∗

[0,+∞[
√

x 1
2
√

x
R
∗
+

R
∗ 1

x
−1
x2 R

∗

R sinx cosx R

R cosx − sinx R

preuve: on passe à la définition de la dérivabilité en un point. �

2 Opérations alǵebriques

Soient f , g dérivables surI ⊂ (D f ∩ Dg)

Théorème: (i) ( f + g) dérivable surI et (f + g)′ = f ′ + g′

(ii) ( f g)′ est dérivable surI, et (f g)′ = f ′g + f g′

(iii) Si on suppose de plus queg ne s’annule pas surI, alors (
1
g

) est dérivable surI, et (
1
g

)
′
=
−g′

g2

1Leçon fortement inspirée de celle de Johann. Tapée par Gwendal, réalisé avec LATEX. Mise à jour le 18/04/2006.
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Remarque: -on peut généraliser la propriété (i) : une somme finie de fonctions dérivables sur un même
ensemble est dérivable sur cet ensemble.

-on peut étendre la propriété (iii) : avec les mêmes hypothèses : (
f
g

) est dérivable surI et

(
f
g

)
′
= ( f .

1
g

)
′
= f ′.

1
g
+ f .
−g′

g2
=

f ′g − f g′

g2

preuve: (i) trivial

(ii) soit x0 ∈ I. ∀x ∈ I − {x0},
( f g)(x) − ( f g)(x0)

x − x0
=

f (x) − f (x0)
x − x0

g(x) +
g(x) − g(x0)

x − x0
f (x0)

On conclut commeg continue enx0, et f , g dérivable surx0 :

lim
x→x0

( f g)(x) − ( f g)(x0)
x − x0

= f ′(x0)g(x0) + g′(x0) f (x0)

(iii) soit x0 ∈ I où g ne s’annule pas surI. ∀x ∈ I − {x0},
(

1
g(x)
−

1
g(x0)

).
1

x − x0
=(−

1
g(x)g(x0)

.
g(x) − g(x0)

x − x0
, or g continue surI et g dérivable surI, donc

lim
x→x0

1
g(x) −

1
g(x0)

x − x0
=−

1

g(x0)2
.g′(x0) �

Applications : calcul de dérivées des fonctions suivantes :
-fonctions polynômes

-x 7→
1
xα

, α ∈ N surR∗

-tanx sur ]− π2 ,
π

2[

Exercice : f fonction dérivable surI, n ∈ N∗
(i) montrons que (f n)

′
= n. f ′. f n−1

(ii) montrons que (
1
f n

)
′
=
−n f ′

f n−1

preuve: récurrence �

3 Dérivée d’une fonction compośee

Théorème: f : I −→ R dérivable surI, g : J −→ R dérivable surJ, f (I) ⊂ J. Alors (g ◦ f ) est dérivable
sur I, et (g ◦ f )′ = f ′.(g′ ◦ f )

Applications : (i) f : R → R

x 7→ ax + b
, g : R −→ R dérivable surR

(g ◦ f )(x) = g(ax + b), (g ◦ f )′(x) = ag′(ax + b)

(ii) f : I −→ R∗+ dérivable,g : R∗+ → R

x 7→
√

x
, (
√

f )′(x) =
f ′(x)

2.
√

f (x)
, ou encore : l’application dérivée

de la fonctionx 7→
√

f (x) est l’applicationx 7→
f ′(x)

2.
√

f (x)
(iii) (cosu)′(x) = −u′(x). sinx, (sinu)′(x) = u′(x). cosx

Exercice : (i) si f dérivable, alors :f paire⇔ f ′ impaire
(ii) si f est définie surR de périodeT et dérivable surR, alors f ′ est de périodeT

4 Dérivées successives

Définition : soit f dérivable surI ⊂ D f et n ∈ N∗. On dit quef est dérivable à l’ordren sur I s’il existe

des applicationsf0, ..., fn−1 dérivables surI telles que

{

f0 = f
fk+1 = f

′

k ,∀k = 0...n − 1
La dérivée d’ordren de f sur I est alots (fn−1)

′
notéef (n)
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Remarque: on pose parfoisf (0) = f , et on écrit indifférementf ′ où f (1), et f
′′

ou f (2)

Définition : on dit quef estCk, k ∈ N, sisi f (k) est définie et continue surI. On dit quef est de classe
C+∞ si(si) f est de classeCk pour toutk ∈ N.

Exercice : les fonctions polynômes, sinus, cosinus...

Théorème: formule de Leibniz :n ∈ N∗, f dérivable à l’ordren sur I, g dérivable à l’ordren sur I.

Alors ( f g) est dérivable à l’ordren sur I, et (f g)n =

n
∑

k=0

Ck
n f (k)g(n−k)

5 Compléments

5.1 Preuves

preuve(  L) : par récurrence.n = 0 etn = 1 sont évidents :n = 1 ( f g)′ = f ′g + g f ′ soit
n ∈ N, supposons que la formule est vérifiée au rang (n − 1).
( f g)(n)=(( f g)′)(n−1)=( f ′g)(n−1) +

( f g′)(n−1)=

n−1
∑

k=0

Ck
n−1. f

(k+1)
.g(n−1−k)+

n−1
∑

k=0

Ck
n−1. f

(k)
.g(n−k)=

n
∑

k=1

Ck−1
n−1. f

(k)
.g(n−k)+

n−1
∑

k=0

Ck
n−1. f

(k)
.g(n−k)

=

n−1
∑

k=1

(Ck−1
n−1+Ck

n−1). f (k)
.g(n−k)+C0

n−1. f .g
(n)+Cn−1

n−1. f
(n)
.g. OrCn−1

n−1 = C
n
n, C0

n−1 = C
0
n etCk−1

n−1 + C
k
n−1 = C

k
n,

d’où le résultat. �

preuve( ́) : soit x0 ∈ R. ∀x ∈ I − {x0},
g( f (x)) − g( f (x0))

x − x0
=

g( f (x)) − g( f (x0))
f (x) − f (x0)

.
f (x) − f (x0)

x − x0
−→ g′( f (x0)). f ′(x0) �

Exercice : (i) si f dérivable, alors :f paire⇔ f ′ impaire
(ii) si f est définie surR de périodeT et dérivable surR, alors f ′ est de périodeT

preuve: (i) montrons quef paire et dérivable⇒ f ′ impaire.
Soit g : x 7→ −x. ( f ◦ g)(x) = f (−x) et (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)).g′(x)=−1. f ′(−x)=− f ′(−x). Or
f (x) = f (−x), donc f ′(−x) = − f ′(x) ie f ′ impaire.
(ii) f (x + nT ) = f (x) ∀n ∈ Z. On considèreg : x 7→ x + nT ; f ◦ g(x) = f (x + nT ). Or f (x + nT ) = f (x)
et (f ◦ g)′(x)= f ′(g(x)).g′(x) = f ′(x + nT ), d’où f ′(x) = f ′(x + nT ) ie f’ T -périodique. �

Exercice : soit f fonction dérivable surI, n ∈ N∗. Alors (f n)
′
= n. f ′. f n−1

preuve: par récurrence.n = 1 est trivialement vrai ; on suppose que la formule est vraie pour n − 1,

n ∈ N, ie (f (n−1))′ = (n − 1) f ′. f (n−2).
( f (n))′ = ( f . f (n−1))′= f ′. f (n−1)+ f ( f (n−1))′= f ′. f (n−1)+ f (n−1) f ′. f (n−2)= f ′. f (n−1)

.(n−1+1)=n. f ′ . f (n−1)
�

5.2 Dérivées des fonctions usuelles

(i) soit f : R → R

x 7→ c
soit x0 ∈ R. ∀x ∈ R − {x0}.

f (x) − f (x0)
x − x0

= 0 d’où le résulat.

(ii) soit f : R → R

x 7→ x
. Soit x0 ∈ R. ∀x ∈ R − {x0}.

f (x) − f (x0)
x − x0

=
x − x0

x − x0
= 1

(iii) soit f : R → R

x 7→ |x|
. Si x > 0, f (x) = x et f ′(x) = 1, sinon f (x) = −x et f ′(x) = −1, donc f pas
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dérivable en 1.

(iv) soit f : R → R

x 7→ xn
, n ∈ N∗. Soit x0 ∈ R. f (x0 + h) = (x0 + h)n=

n
∑

k=0

Ck
nxk

0kn−k

=xn
0+nxn−1

0 h+
n−2
∑

k=0

hn−k= f (x0)+h(nxn−1
0 )+h.(h

n−2
∑

k=0

xk
0hn−2). Or lim

h→0
h

n−2
∑

k=0

xk
0hn−2 = 0, donc f ′(x0) = nxn−1

0

(v) soit f : R+ → R+

x 7→
√

x
. Soitx0 ∈ R∗+.∀x ∈ R∗+−{x0},

f (x) − f (x0)
x − x0

=

√
x − √x0

x − x0
=

(
√

x − √x0)(
√

x +
√

x0)

(x − x0).(x + x0)

=
1

√
x +
√

x0
, donc lim

x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

=
1

2
√

x0
ie f ′(x0) =

1
2
√

x0

(vi) soit f : R+ → R
∗

x 7→ 1
x

. Soit x0 ∈ R∗. ∀x ∈ R∗ − {x0},
f (x) − f (x0)

x − x0
=

1
x −

1
x0

x − x0
=

x0 − x
x.x0

x − x0
=
−1
x.x0

, donc

lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

=
−1

x2
0

(vii) supposons que l’on sache que sin′(0) = 1 (ie que lim
x→0

sinx
x
= 1.

Soit x0 ∈ R. ∀h , 0,
sin(x0 + h) − sinx0

h
=

sinx0 cosh + cosx0 sinh − sinx0

h

=sinx0.
2(sin h

2)2

h
2

+cosx0.
sinh

h
=sinx0.

(sin h
2)2

h
2

+cosx0.
sinh

h
, d’où lim

h→0

sin(x0 + h) − sinx0

h
=cosx0

5.3 Dérivabilit ées : trois d́efinitions équivalentes

1. lim
h→0

f (x0 + h) − f (x0)
h

= A

2. lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

= A

3. f (x0 + h) = f (x0) + h.A + h.ε(h), avec lim
h→0
ε(h) = 0
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