Expo%£ 72 : Fonctions érivees. Oprations algbriques. [Brivees
d’'une fonction compa=e. Exemples.

Prérequis’ :

-Dérivabilité en un point : 3 définitions équivalentes.

-fonctions usuelles. -Notions de limite et continuité {Siérivable era, alorsf continue era.

Cadre: f est une fonction définie sy a valeurs dang, ouD; est un ensemble quelconqueRid un intervalle
deR.

Le but de cet exposé est de passer d'une étude localeddiite en un point) a une étude globale :
dérivée sur un ensemble.

1 Fonction derivee
1.1 Deéfinitions

Définition : (i) On dit quef est dérivable sur c Dy si(si) f est dérivable en tout point de
(i) Soit f dérivable sut c D¢, on appelle fonction dérivée l'applicatioii: | — R
X = (X

1.2 Fonctions usuelles

D;¢ f(X) f/(X) D¢
R keR 0 R
R X 1 R
R X", ne N* nxh-1 R
R [X| 1six>0,-1six<0| R*
[0, +oo] VX 2—% R}
R* )_]2 ;_él. R*
R sinXx CcosX R
R COSX —sinx R

preuve: on passe a la définition de la dérivabilité en un point.

2 Operations algebriques
Soientf, g dérivables sut c (Df N Dg)

Theoreme: (i) (f + g) dérivable sut et (f +g)’ = f" + ¢’
(ii) (fg)’ est dérivable sur, et (fg)’ = f'g+ fo’

(iii) Si on suppose de plus quene s’annule pas sur alors %) est dérivable sut, et (é)/ = _g—g

!Legon fortement inspirée de celle de Johann. Tapée panGal, réalisé aveéTgX. Mise a jour le 1804/2006.



Remarque: -on peut généraliser la propriété (i) : une somme fi@dahctions dérivables sur un méme
ensemble est dérivable sur cet ensemble.

-on peut étendre la propriété (iii) : avec les mémes tygses :é) est dérivable sur et

/_ f/g_ fg/
® P

f, 1, .1
—Y = (f.2)=F".= + f.
(g) ( g) g

preuve: (i) trivial

(fa) () = (fg)(x0) _ F(X) — f(x0)
X — Xo T x-—

On cofnclut corrflmg continue enxg, et f, g dérivable suxg :

tim £ =29t 1)g00) + () )

(iii) soit xp € | oug ne s’annule pas sur VYx € | — {xg},

Lo 1y 1 1 g®-g0

a(x) . g(Xo)l X=X =~ 9(¥)9(%) X—-Xo

N R CO N S

A X% R bo) -

Applications : calcul de dérivées des fonctions suivantes :
-fonctions polyndmes

(i) soit xp € 1. VX € | = {Xo}, ; g(x))(:g(x‘))f

9(¥) (X0)

, Or g continue sutl etg dérivable sutt, donc

-X+— —,a € NsSurR*
-tanxsur]- 2, [

Exercice: f fonction dérivable suf, n € N*
(i) montrons que{") = n.f’.f™1

.e ’ _ _nf,
(if) montrons que £-) = =

preuve: récurrence O

3 Deérivée d’'une fonction compoée

Théoreme: f : | — R dérivable sut, g: J — R dérivable surd, f(1) c J. Alors (g o f) est dérivable
surl,et@o f) = f'.(g o f)

Applications: (i) f: R — R ,0:R — Rdérivable suR
X > ax+b
(9o f)(x) = glax+b), (go f)'(x) = ag'(ax + b) o
(i) f: 1 — R} dérivableg: RY — R (\/T)’(x) = 0 , OU encore : I'application dérivée
X X 2.41(X)
f(x)
2.4/F(X)
(i) (cosu)’'(X) = —U'(X). sinx, (sinu)’(X) = U'(X). cosx

de la fonctionx — +/f(x) est I'applicationx —

Exercice: (i) si f dérivable, alors f pairee f’ impaire
(ii) si f est définie suR de périodeT et dérivable suR, alorsf’ est de périodd

4 Derivées successives

Définition : soit f dérivable sut c Dt etn € N*. On dit quef est dérivable a I'ordra surl s'il existe
fo=f

firr = fl;,Vk =0.n-1

La dérivée d’ordren de f surl est alots ,_1) notéef®

des applicationdy, ..., f,_1 dérivables sut telles que{



Remarque: on pose parfoi§(© = f, et on écrit indiferementf’ ot {4, et f* ou 1@

Définition : on dit quef estCX, k € N, sisi f®) est définie et continue slir On dit quef est de classe
C** si(si) f est de class€ pour toutk € N.

Exercice: les fonctions polyndmes, sinus, cosinus...

Théoreme: formule de Leibniz n € N*, f dérivable a I'ordren surl, g dérivable a I'ordren surl.
n
Alors (fg) est dérivable & 'ordra surl, et (fg)" = Z ckilgh-k
k=0

5 Complements

5.1 Preuves

preuve(rForMULE DE LEIBNIZ) : par récurrencen = 0 etn = 1 sont évidentsn = 1 (fg)’ = f’g + gf’ soit
n € N, supposons que la formule est vérifiee au rang {).

(fo)™= (foy )(n D=(f'g)"D +
n-1 -1

(fg )(n 1)_ ch f(k+1) g(n 1- k)+Z Ck f(k) g(n K) _ ch 1 f(k) g(n k)+Z Ck f(k) g(n k)
k=0 k=0 k=1 k=0

n-1

=) (ChA+CK ). 10,9010 | f.g0+Cnl i g orent=ch, cl, = Cdetcil + ck = Ck,
k=1

d’ou le résultat. O

preuve(FONCTION COMPOSEE) : SOit Xg € R. VX € | — {Xg},
9(f(x)) — 9(f(x0)) _9(f(¥)) -~ 9(f(x0)) T(x) - f(x0) ,
X — Xo - f(X) - f(Xo) : X — Xo g(f(Xo))-f (XO) O

Exercice: (i) si f dérivable, alors f paires f’ impaire
(ii) si f est définie suR de périodeT et dérivable suR, alorsf’ est de périodd

preuve: (i) montrons quef paire et dérivables> f’ impaire.

Soitg: x> =X (fog)(X) = f(—X) et (f o @) (X) = f'(g(X).g’ (X)=—1.f'(-X)=—f’(-X). Or

f(X) = f(—x), doncf’(-x) = —f’(x) ie f’ impaire.

(i) f(x+nT) = f(X) Yne Z. On considerg : x> X+ nT; fog(X) = f(x+nT). Or f(x+nT) = f(X)
et (f o g)(X)=f"(9(X)).g'(X) = f'(x+ nT), d'ou f’(X) = f'(x+ nT) ie f" T-périodique. m]

Exercice: soit f fonction dérivable suf, n € N*. Alors (f")" = n.f/.f"1

preuve: par récurrencen = 1 est trivialement vrai ; on suppose gue la formule est vraig p- 1,
neN,ie (fO-Dy = (n-1)f’. {2,
(FOY = (F.§O-Dy=f/ §0-D4 f(§O-Dy=f f0-Dy f(n-1)f".f D= -1 (n—1+1)=n.f".f"-D g

5.2 Derivées des fonctions usuelles

N , f(x) - f . ;
(hsoitf: R — R soitxgeR.¥YxeR - {Xg}. M = 0 d'ou le résulat.
X - C X=X

(iysoitf: R — R .SoitxgeR.¥XxeR - {Xo}. 0~ 10) _Xx=x _
X B X X=X X=X

(isoit f: R —» R .Six>0,f(X)=xetf’(x) =1, sinonf(x) =-xetf’(x) =-1, doncf pas
X B X




dérivable en 1.

(v)soitf: R — R ,neN". SoitxgeR. f(xo+h) = (x+h)"= Zcﬁx('jk”k
X - X k=0

n-2 n-2
=X+ X 1h+Z h"¥=1 (x0) + h(nx3- 1)+h(hZ Khn-2). Or I|m thOh” Z =0, doncf’(xg) = nx3-

ko
(v)soitf: R, — R, .SoitxgeR:.VxeRi- f(X)—f(Xo)_\/?—\/_ (VX = V) (VX + Vo)

X b VX X= X0 X=X (X = X0).(X + Xo)
1 () - f(Xo) 1 1
=—— donc lim = ie f’
N S N A
Xo — X
11

; ; . * ; ® * f(X)—f(Xo)_;_%_ X.Xo __1
(viysoit f: R, — R*.Soitxg € R*. VX € R* — {Xg}, 0 X% X% donc

X [ d ;(
jm = 100) _ 1
X—Xg X—XO XO

. . . sinx
(vii) supposons que I'on sache que’$d) = 1 (ie que IlrgT =1.
X—

Soitxg € R. Vh # 0, Sin(Xo + h) —sinXg _ sinxg cosh + cosxg sinh — sinxg

h B h
2(sind)? sinh sin3)? sinh sin(x + h) — sin
=sinXo. (sin3) + osxo.T:sinxo.( hz) +cosx0.T,d’oU lim b0+ h) X0 _cosxo
§ 2 -

5.3 Derivabilit ées : trois cefinitions équivalentes

L”mﬂm+m—ﬂm)
h—0 h

_Im]ﬂ@—ﬂm)
X=X  X—Xg

3-ﬂm+hrzﬂﬁﬂ+hA+hdMJwawTdM:

=A

2 =A



