Expos 70 : Croissance come des fonctiongellesx — €,
X — X2 X — Inx au voisinage deco. Applications. Calculatrice.

Prérequis’ :
-Connaissance des fonctions citées dans le titre ; defingens de variation, limites
-Opérations élementaires sur les limites

INTRODUCTION : ON a déja vu que ces trois fonctions sont croissantesOsuid[, et que leurs limites en
+00 est+oo. On cherche donc une "hiérarchie” de cette croissancenersautrement dit, on veut com-
parer la vitesse de croissance vers (on peut faire un tableau sur transparent).

1 Croissance compage

1.1 Relation de comparaison
Définition : si f etg sont deux fonctions tels que lini(x) = XIim g(x) = +o0, f est dite
—+00 —+00

prépondérante devagt(ou g négligeable devartt) si Xlim 19 _

= 400
—+e0 g(X)

Notation de Hardy : g << f, Notation de Landau : g = o(f)

Remarque: cette relation est transitive. Par abus de langage noiwwasg(x) << f(X) au lieu de
g<<f

1.2 Fonctions logarithmes et puissances

. In x
Lemme: Im — =0
X—+00 X
preuve: soit f : ]0,+co[ — R

X B Inx—x
Avec une simple étude de fonction, on obtieri{x) < 0, Yx € R
ielnx< x,¥x>0

ieln VX< VX ¥x>0

. In
|e7x< VX, Vx>0

or lim 1 = 0 donc (théoréme des gendarmes)

Pourx>1,Inx>0dol 0g nx ¢ 2
X2 S S WO TR

, In x
im —=0
X—+00 X

Iexposé a été tapé et présenté a Bordeaux(4) 1812805 par Gwendal, mis & jour le @&/2006.



Théoreme 1: Yae R%,beR, lim ——
* x>+00 (In x)b

X2 b x5 2 xb
(3P HM)*M D= G

on poseX = xb, ora > 0 etb > 0 par hypothése, donc :

preuve; ——

m(a

lim —— li = +o0
xo+eo (INX)P X—+eo DTN X)
Sib < 0, le résultat est trivialement vrai. O
Consquence Ya e R, Vb e R, (Inx)° << x@

Corollaire 1 : Vb € R, (InX)? << P(X) ot P est une fonction polyndmiale non constante.

. (In x)b . (Inx) X
reuve: si P(X) = a, X"+ ... + X avecn > 1 et 0, lim . ,
preuve ‘ (X) = anX" + ...+ a1X+ @ an#0, lim PO A X P
X 1

li = —
X—I>Too P(X) an i

1.3 Fonctions puissances et exponentielles

a
Théoréme 2: Ya e R%, Yb e R%, lim ( 2 = +o0 e X << (eX)P

X—+00 X

eX b eb I In x b .
) = gxainx — gxb-5%) or |im —= = 0 donc Ilm( " _ im e®=+00 O
xa ea|l"l X X—+00 X Xotco X8  X—too

preuve:

Corollaire 2 : Yb € R*, on aP(x) << (¢*)° ol P(x) est une fonction polyndme non constante.

| e @ X
preuve: nS| P(x) = anX" + ... + y X+ ap avecn > 1 eta, # 0, Xlrpm _(P())() = xI—I>Too (Xr? . P)EX)’
X 1

AP 2 -

1.4 Resune

Pour en revenir au probleme initialement posé, pour tiplet (a, b, ¢) de réels strictements positifs, les
fonctionsx — (InX)°, x — X2 et (€)° sont trictements croissantes sur46o[, tendent versrco en +co
et (InX)P << x@ << (e)° au voisinage de-c

1.5 Visualisation



2 Applications

2.1 Avec la calculatrice
Soitf: JO,+c0] — R
X = (Inx)°x>e™

(i) Tracer f sur [Q 6]. Que peut-on supposer ?
(i) Refaire le tracé sur [®0]

(i) Jim f(x) =2

(Inx)® x10

preuve: f(x) = (In x)°x%e™ = 5 X 0

2.2 Calcul de limites

Calculer lim x2+1-Inx
X—>+00

. . 1 Inx
lim x®+1-Inx= lim X1+ = - —) = +o0
X—+00 X X

X—+00

. 1
Calculer lim x* (on poseX = =)
X—0+ X
; X ; In x ; g ; _InX
lim x*= lim €™*= lim €% = Im X =1
x—0+ x—0+ X—+00 X—=+00

2.3 Inxn’est pas une fonction fraction rationnelle

On raisonne par I'absurde : }n= % avecP et Q des fonctions polyndmes
P(x) = apxP + ... + ap avecap # O etg e R
Q(X) = bgx? + ... + bp avechby # 0 eth; e R
: . In .
Commex I|H1 InX =400, 0nap>q, doncp-q> 0, doncx Ilin Xp—_); = 0 (théoreme 2)
. Inx PX)  ap :
Orxﬂ)rpm G = dm XPTQ(X) = b_q = 0 ce qui est absurde, cag # 0,,bp # 0.

3 Complements

3.1 Quelqgues limites utiles

Iimoxln x =0 et Iirg x*(Inxy’ = 0,Va, B € (R: X R)
X— X—

. 1
preuve: soit X = "

(nXy _ 0

: I e
X (= lim, (X =, s

3.2 Une fonctionC®

-1
exp(?) six#0

Soitf : XeR +—
0 six=0



-1
On prouve par récurrence queV% # 0,Vn e N, f(x) = Py(3)ex”, o1 P, est une fonction polyndme.

On en déduit qud est de class€™ surR.

-1 . .
On poseu = —, puis lim f(x) = lim Pn(u)e‘u2 = 0 par le Corollaire 2
X Xx—0 U—+00

3.3 Theoreme de composition des limites

Il faudrait rajouter dans les prérequis le théo

reme desposition des limites :

Soientf : A—» Retg: B— R, f(A) C B, soitac A et )|(II’T; f(x) =1, IimI gx) =L anrsXIirr;go f(xX)=L
— X— —

3.4 Autres applications

1) Aton (Inx)® << (P(x)? ol P polynome ?
(PO} = (@ + .+ 20)! = (xnlan + 52+
(Inx)° (Inx)P 1

PO X3 T
Donc (InX)P << (P(X))3

Donc 0

2 1/3
im (X +x+1) _5

2 — =7
L, (IneVvx + x12)2

Mettre des exercices issus du Balaguer

3.5 Autre définition

Une autre définition peut-étre plus agréable

Définition : si f et g sont deux fonctionsd, +

Wl

ap,,1 n N
.+ %))3 = x3.f(X) ouxﬂinw f(x) = a3

oo[— Rtels que limf(x) = lim g(xX) = +co, f est
X—+00 X—+00

dite prépondérante devagi{ou g négligeable devant) s'il existeh: | > J = [b, +oo[ R, x”T h(x) =0

tg. f =g.h

3.6 Exercices
Montrons qued << e, a > 0,ae R

e X@N) .
= 008 = )" = (o)

Montrons qued << XX ae R

% — ya-Inx _ galnx=(n X? _ glin X2(:2:-1) donc
Montrons quex"* << €, ce R
gllnx?-cx _ ex(w—c) -0

De méme, on montre qued"* << & et (Inx)°

(G T

iim 2~ 0

X—+00 Xln X

1
<< XIn(inx)



