Expo% 67 : Fonctions polyomes

Prérequist : -fonctions puissances— x", ne N
-“principe” de récurrence

Cadre : on considere le corgé =R ouC

1 Geénéralitées sur les fonctions polygmes

1.1 Définition

Soitf : K — K. On dit quef est une fonction polyndme skrs'il existen € N et un fi+1) uplets &g, ..., an) € K™?
n

tq. f(x) = Zakx", VxeK
k=0
n
Z aX< est appelé écriture polyndmiale di€unicité montré plus loin, dans le cész 0).

k=0
exemples les fonctions constantedfimes et puissances sont des fonctions polyndmes.

1.2 Propriété fondamentale
n
Théoréme: soient @y, ..., a,) € K™ Alors : (Vx € K, Z ax<=0)e (ag=..=a,=0)
k=0
preuve:
(<) evident
n
(=) par récurrence®;, : (Vx e K, Z ax<=0)= (ag=..=a,=0)
k=0

Py est trivialement vraie
Montrons que/n € N*, [P_1 = Pn]. Soith € N; supposon$p_j.
n

Soit (g, ..., an) € K™ tq. f(x) = Z ax=0Vxek.
k=0

n n
En particulierf(2x) = " a(2x) = 0 et 2f(x) = 0 d'otl 2'f(x) - £(2x) = 0= (2" - 2)aX*
k=0 k=0

n-1
=Z(2n - 2%a,x*=0. Donc par I'hypothése de récurrence” {225a, = 0, Yk € [0,n — 1] or 2 # 2%,

k=0
¥k € [0,n— 1] doncax = 0,¥k € [0,n— 1], donc¥x € K, f(X) = a,x"; or f(X) = 0= a,x" =0,¥x € K; par
ailleursf(1) = a,, d'oua, = 0, et par suite/k € K, ax = 0 d’'ou P, est vérifiée. O

1.3 Unicité de I'ecriture polynomiale

Théoreme: soit f une fonction polyndme non nulle. Alors il existe un unique N et un unique
(n+ 1) uplets o, ..., an) € K™ aveca, # 0tq.Yx e K, f(X) = ag + g X + ... + anX"

preuve: I'existence est claire, cdr est supposée étre une fonction polyndme non nulle.

unicité : soitf non nulle. On supposgn € N, (2o, ..., an) € K™%, a, # 0,Ap e N, (by, ..., bp) € KP*L, by # O tq. :
VxeK, f(X) =ap+arx+ ... +anX", VX €K, f(X) = bg + bix+ ... + bpxP

1’exposé s'inspire de celui de Johann et de celui de Sampdiia,des nombreux compléments de M.T. Tapé par Gwendal a\tur le
17/06/2007.



On suppose par exempie> p; doncVx € K, (ap — bo) + (a1 — by)X + ... + (@p — bp)XP + @praxP* 1 + .. + anX" = 0
D’apres le théoreme précédent, on¥D:< k< p,ax— by =0 ax = by etVk> p,ax =0
On a donc unicité de I'écriture polynomiale dans le €as0. m]

Proposition : deux fonctions polyndmes sont égales ssi leurstfaments de mémes indices sont égaux.
Définition : dans le théoreme précédemgst appelé degré de la fonction polyndmen notedeg(f) = n, ie

deg(f) := max{k € N, ax # 0}
Par convention, sf = 0 alorsdeg(f) = — (on utiliste cette convention pour la formule du degré ddwoaduit).

2 Opeérations sur les fonctions polyidmes

n p
Soientf etg deux fonctions polyndmes. On po§gx) = Z axk, a, # 0 etg(x) = Z b, b, #0
k=0 k=0

2.1 Somme

Proposition: (f + g) est une fonction polyndme deg(f + g) < max(deg(f), deg(g)). De plus, si
deg(f) # deg(g), alorsdeg(f + g) = max(deg(f), deg(g))

p n
preuve: on suppos® < n. Yx e K, (f + g)(x) = Z(ak + b )X + Z (axX) d’oui le résultat. m]
k=0 k=p+1
2.2 Produit
Proposition : (f.g) est une fonction polyndme deg(f.g) = deg(f) + deg(g).
n p n+p

preuve: Vx e K, (f.g)(x) = (Z axv). (Z biX )=Z Z(akb| X< donc (.g)(X) = Z X<

k=0 k=0 k=0 1=0 k=0
oucy = Z aiby_i. De plus,a, # 0 etbp # 0 doncc,.p = anbp # 0

i=0

doncdeg(f.g) = p + n = deg(f) + deg(g) .

n
remarque Y2 € K*, (1) est une fonction polyndme deg(Af) = deg(f). En fet : (/lf)(x):Z Ax&

k=0
2.3 Compoge

Proposition: (f o g) est une fonction polyndéme deg(f o g) = deg(f).deg(g).

preuve: Vx e I, ( 0 g)(¥) = Z(ak(g(x»k Zak(Z(b.mk

doncf o g est une fonction polynome dont Ie terme de plus haut degéur coéficienta,(bp)" ]

2.4 Polyromesa degrés echelongs

Proposition : soitn un entier, soitf une fonction polyndme de degnéVvk € [0, n], fx est une fonction polynéme
de degré&. Alors il existe un uniquer(+ 1) — K uplets @, ..., an) tq. f = agfo + ... + anf, aveca, # 0

3 Etude de la fonction polyrome

3.1 Limites

Proposition : soit f une fonction polyndme de degnéAlors : lim f(x) = lim a,x" et lim f(x) = lim ayx"
X—+00 X—+00 X——00 X——00



3.2 Propriétés diférentielles

n
Proposition: f(x) = Z axXs. Alors f € C¥(K), etona:
k=0

(i) /(%) = Z kay X<

(i) fU(x) = Z

preuve: (i) Vk € N, gk : x = xX est une fonctiolw™(K) doncf estC*(K) comme somme de fonctiogs®(K), et

n
Vk € N*, (axg)’ (X) = kax<t et go(X) = 0, doncf’(x) = Z kay Xkt
k=1
(ii) par récurrence. m|

remarque -sik>n, fld =0
-sian# 0, f"

3.3 Formule de Taylor

Proposition : soit Xp € K, f une fonction polyndme de degnéAlors on a :f(x) = Z
k=0

preuve: d’apres le theoréme des polyndmes a degré échern- xo)< étant un polyndme de degké
(0< k< n),ona:3(ag, ..., an) € K™ tg. F(X) = an(X = Xo)" + an-1(X — X0)" 1 + ... + ao.
On dérive a I'ordrek et on obtientf (")(x) = klay + (X - xo)g(x) avecg fonction polyndme.

f®(x0) ¥ (%)
s donef () = 2w (x— xo) O

f0(x0) = kla ie Yk € [0, n], ax =

4 Divisibilit & et racines

Soit f une fonction polyndme de degné

4.1 Définition

Définition : soitg une fonction polyndme. On dit que :

— f est divisible pag s'il existeh fonction polyndme tgf = gh
— ac Kestracine dd si f(a) =

Théoreme: soita € K. Alors [« est racine dd] < [il existe une fonction polyndmietq. f(x) = (x — a)h(X)]
(ie tg. f divisible par & — @))

preuve:
(&) trivial.
(=>)soita € Kracine def & ie f(e) =0.On applique la formule de Taylorfa: au pointa
) ®
f(x) = ft (“)( — o) = f(a) + (x— )[Z ft (“)( — o)} donc (x - o) divise f O

k=0

Théoreme: soitk fixé, a € K, k > 1, f une fonction polyndme. Les propriétés suivantes sqohalentes :
(i) il existe g fonction polyndme tqf (x) = (x — a)“g(x) Vx € K etg(a) # 0O
(iff@=f@=..=fkY@=0etf®@=#0

Définition : on dit alors quea est racine dd d’ordrek



(k) (n)
preuve: d’apres Taylor, (i f(x) = f k|(a) (x—a)+..+ f n|(a) (x—a)"carf(a)=..=fkD@ =0
n ) . '
Donc f(X) = (x — a)*g(x) oug(X) = Z f jl(a) (x — @)™ doncg est une fonction polyndme
=
K (k+1) (n) )
g(a) = f k'(a) + fk+ i?) (a- a)+...+¥(a— Q"= % doncg(a) # 0
(i) = (ii) calcul (cf. polycopié) ' ' o

Théoreme: soit f une fonction polyndme de degnéf = 0. Alors f admet au plus racines dan¥
De plus, sif admetn racines distinctesy, ..., an, alors¥x € K, f(X) = A(x— @1)...(X— an) oud € K

preuve: si admeik racines ave& > n, alors il existeg fonction polynéme tqf (x) = (X — @1)...(X — a)9(X).

Vi e [0,K], (x— ;) est de degré 1, donfdx) est de degr& > n d’ol la contradiction.

Si f admetn racines distinctess, ..., @y alors il existeg fonction polyndme tel que

¥xeR, f(X) = (X— a)...(X— an)g(x) doncdeg(g) = 0, doncg(x) = 1, 1 € K m|

5 Applications

6 Complements

6.1 Polyrbmes-Fonctions polyomes

Quelle est la dférence entre un polyndme et une fonction polynéme ?

Définition : (PoLYNOME)
SoitK un anneau commutatif unitaire. olyndmea une indéterminée a cieients dan¥ est une suite finie
(an)nex Nulle a partir d'un certain rang (exad, as, ..., an, 0, ..., 0, ...) ), munie de la structure usuelle :

— @)+ () =(a+h),i=1.n
- A(&) = (1g),i = 1...n

Les suitesy = (1,0,0,...),e1 =(0,1,0,...), e =(0,0,1,,0...),...en = (0, ...,0,1,0,...) forment une base dg :
(@)= aen

n>0

Oref=(0,0,1,.)=e,€=(0,01.)=e3..6=(0,..,010.)=eeted = e
Donc tout polyndme s’écrit ag)n = Z an€], soit en posanX = e :

n>0

@)= anX"

n>0
6.2 Une fonction bien pratique
Q: KX —  PK)
N
P=>aXx — P K — K
n=0

N
X +— Z anx"
n=0

Q est clairement un homomorphisme surjecti?, et:

|Q INJECTIVE &= K INFINI | (1)

Ainsi, siK est infini (ex :R ouC), les polyndmes seront identifiés aux fonctions polyeém
(dansR ouC, on écriraf € P(R) ou f € R[X] méme si pas "vraiment” la méme chose).
Contre exempleZ/8Z (Q non injectif)



preuve:

-siK est fini,K = {Xg, ..., Xq} 3

PX) = (X = X1).(X = X2)...(X = Xg) = X9 + ... donc Pz 0 maisP(x) = 0, Yx € K, doncQ(P)= 0 = P=0, doncK
fini = Q non injective.

-siK infini, P K[X], ¥x € K, P(X) = 0 (infinité de racines daris).

Or un polyndme de degré n admet au plus racines (sauf le polyndme nul) doficest injective. m|

K[X] : ensemble des polyndmes a une indéterminée
P(K) ensemble des fonctions polyndmes
SiK corps, alorK [X] ev

6.3 Importance de I'unicité de I'ecriture polynomiale

Si I'on ne montre pas l'uncité de I'écriture polyndmiaten ne peut pas parler de degré d'un polyndéme (ie on
raconte n'importe quoi!) :
n

Soit f(x) = Z accosx + besin®x que I'on appellera polyndme trigonométrique

k=0
cos® — sin® “est de degré 4”
or cos* — sin* = cos® — sin? donc “est degré 2” d’ol le probleme!
On ne peut pas définir le degré d’un polyndme trigonoimée, car il n'y a pas décomposition de I'écriture po-
lyndmiale.

6.4 La conventiondeg(0) = —co

Pourquoi prendre comme conventiatieg(0) = —co ? On connait les regles :

deg(f + g) = max(deg(f), deg(g))
deg(f.g) = deg(f) + deg(g) pour toutf, g non identiquement nulles
On peut étendre ces regles avec le polyndme nul avec ieentiondeg(0) = —o0, en ajoutant deux “régles”

—o0+N=-0c0oV¥Yn
-0 <0

6.5 Exercices et applications

6.5.1 Exercicel

Montrer qu’une fonctio -périodique admet une infinité de racines.

f(x+T) = f(X) doncf(x+ T) — f(X) = 0O, donc sia racine def, f(a + T) — f(a) = f(a + T) = 0 donc
a + T solution, doncf admet une infinité de racines:+ kT, ke Z

6.5.2 Exercice 2

Montrer queP(K) anneau integre

Soientf, g deux fonctions polyndmes td.g = 0 = deg(f.g) = —co or deg(f.g) = deg(f) + deg(g)

Donc [deg(f) = —co etdeg(g) = 0) ou [deg(g) = —co etdeg(f) = 0)
doncf = 0 oug = 0 doncK anneau integre.

6.5.3 Exercice 3

Soit f une fonction polyndme suf de codficients @).
Montrer que :

(i) f estpaires Vpe N, agp1 =0

(i) f estimpaires Vpe N, a5 =0

@) f(x) = -fx) o zn:apxp = zn:ap(—x)p, ¥x € K & Zn:(ap - (-1Pap)xP @ ap, — (-1)Pay, = 0,¥p € N
p=0 p=0 p=0



& (agk = ax etags1 = —agx, Yk e N) © ag,1 =0,k e N.

(ii) idem

6.5.4 Exercice 4

Soit f une fonction polyndme sut, de codficients @) tq. Vx € R, on ait f(x) € R. Montrer que¥p, a, € R.
YXeR, f(X)=f(X) @ag+..+anX"=ag+..+a X", ¥XeR & (ag—3g) +... + (@h — ap)X" = 0,¥x € R
e VpeN,a-a,=2i.Im@a,) =0 VpeN,apeR

6.5.5 Exercice5

Soitp € N*, a € K. Montrer que¥x € K, (x° — aP) = (x— a).(x L + ... + axP 1k 4+ +ard)
(x—a).(xPt+ .. +adxP Ky raP D =xPraxPtlra®xP 24 +aP 2% +ahIx

—axPl-a?xP? - —aPix-aP=xP-aP

6.5.6 Exercice 6

Montrer que la fonctiorf : R — R n'est pas une fonction polynéme.
X & 3VYX

On raisonne par I'absurde : fiest une fonction polyndme, comnfiez 0, deg(f) > 1

or ((vX)3)3 = x doncdeg(x) = 1 = deg(( Vx3)3)=3.deg( vx3) > 3 contradiction

Donc f n’est pas une fonction polynéme.

6.5.7 Exercice 7

Montrer que les éléments inversibles de I'ann®ék) sont les fonctions constantes nons nulles.

Soit f inversible d’inversa, f # 0 (carf inversible).

Ona:f.g=Idie f.g(x) = 1 (1 étant le polyndme unité pour la loi “.") dowieg(f) + deg(g) = 0.

Ordeg(f) > 0 etdeg(g) > O (par hypothese), dordeg(f) = deg(g) = 0 doncf est une fonction constante non
nulle.

6.6 Autres demonstrations de la proprieté fondamentale

Il est possible de démontrer la propriété fondament&atees facons, mais on a besoin de la dérivabilité de la
fonction polyndme ou de sa continuité (propriétés dome Voit plsu tard dans la lecon).

6.6.1 Par la cerivabilit &
n
Soit¥x € K, f(X) = Zax‘ =0.Orf estC™, donc :
=
f(0)=0=a,=0
#(0)= 0= a, =0

fK0)=0=>a =0
Doncag=..=a,=0 O
6.6.2 Par la continuite
n .
SoitVx e K, f(x) = Zaix'. Onaf(0)=0=a =0
i=0

Doncf(X) = ayX + ... + apX" = 0 donc pourx # 0,8; + ... + anx"1 = 0
Soitg(x) = a;x + ... + a,x"* (que I'on définie sk # 0) ; g est continue en 0 (quitte & la prolonger par continuité en



0), donc:

0=limg(x) =9(0)=a

Donca; = 0. On refait le méme raisonnement, et par suédg= ... =a, =0 O

6.7 preuve

Proposition : Soitn un entier, soitf une fonction polyndme de degnéVvk € [0, n], fx est une fonction polyndme
de degré. Alors il existe un uniquer(+ 1) — K uplets @y, ..., a,) tq. f = apfo + ... + a,f, aveca, # 0

preuve: on va montrer quéfo, ..., f,} est une base d&, [X] (ev : ensemble des fcts. polyndmes de degrés
inférieurs ou égauxs@a+ 1)

Soit (@o, ..., an) € K™ tg. apfo + ... + anfy =0

On adonc-anfy, = agfo + ... + an-1fn-1

Sian # 0, alors—an f, est un polyndme de degnéetagfo + ... + an_1 fao1 €st un polyndme de degré degré
inférieur ou égal & — 1, ce qui est absurde, dong = 0. Par suitegg = ... = an =0

Donc{fo, ..., fa} est une famille libre d&,, [X]; or dim(Ky) [X]) = n, donc{fo, ..., f,} est une base d&, [X] O



