Expos 64 : Image d’un intervalle par une fonction continue,
image d’'un segment. Contingitle la fonction&ciproque d’'une
fonction continue strictement monotone sur un intervalle.

Prérequis' : -Propriété deR : toute partie non vide et majorée Headmet une borne supérieure
-Théoreme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite baleéombres réels, on peut extraire
une suite convergente.

-Intervalle réel : ce sont les parties tdeR telles que Y(a,b) e 12, a<t<b] = [tel]
-Bijection, surjection, injection, bijection réciprogucontinuité

Cadre: dans tout I'exposd, désigne un intervalle ded’intérieur non vide,f une fonction réelle définie suir

1 Image continue d’un intervalle, d'un segment

1.1 Théoreme des valeurs internddiaires (TVI)

Théoréme: soitl un intervalle de&®, f : 1 — R continue, si& b) € 12 tq. f(a) # f(b), alorsVt € R,
f@<t<f(b)=>te f(l)

remarque le TVI est plus souvent écrit sous la forme suivante (aesaiémes hypothéses) :

Yy €[f@), f(b)],3ce | tq. f(c) =y

preuve(THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES)

on suppos@a < betf(a) <t < f(b). SoitE ;= {x € [a,b]tg.f(X) < t}

-E+@caracE

-E est majorée pabr, doncc = supE existe,c € [a, b] (c < b carE majoré pab, ¢c > a carc majorant de
E).

Il existe donc &n)n € E tq. limp_. X, = €. Or f continue, donc lim,« f(X,) = f(C)

orvneN, f(x,) <t,dou f(c) <t

Onaf(c) <t< f(b)d'ouc<hb.

D’autre part,¥x € ]c, b[, on af(x) > t (c = supE), donc a partir d’'un certain rand(c + %) >t.Onen
déduit par passage a la limite qéic) > t. Finalement, il existe € [a,b] tq. f(c) = t. m]

Corollaire 1 : | intervalle deR, f : | — R continue, alord (1) intervalle
(ie 'image d’'un intervallel par une fonction continué : I — R est un intervalle)

remarque le TVI est parfois &crit directement sous cette forme.

Corollaire 2 : | intervalle deR, f : | — R continue, & b) € 12, a < btq. f(a)f(b) < 0 alors3c € Ja, b[
tg. f(c) = 0.

preuve: la preuve de ces deux théoremes est immédiate par le TVI m|

Iexposé a été présenté a Bordeaux(1) en 2004 parligorrigé par M.Z., tapé par Gwendal. Réalisé a¥§d Mise a
jour le 1006/2007.



remarques
(a) L'image d'un intervalle par une application discongmiest pas en général un intervalle :
0 s 0O<x<1i
— 0" . = A=3 . —10-
| =[0;1], f: x»—>{ 1 s %<x51 et f([0; 1])={0; 1}
(b) La continuité n'est que $fisante (ce n'est pas une condition nécessaire) :

X s xe€]0,1]
f:xe[0,1] — { 1 s x=0 transforme [01] en lui-mé&me, maig non continue
0 s x=1
1 .
f:XxXeRm> S'g} ? xe]]i transforme tout intervalle réel en un intervalle réel sk I,
S X=

f(l) = [-1,1]), maisf non continue.

(c) Sil nest pas un intervalle, le théoreme n’est plus vri{x) = x continue sul = [-2,-1]J[1, 2],

f(1) = [-2;-1] U [1;2]. On af(-2) < 0 < f(2) mais O n'est pas une valeur atteinte paifly € | tq.

f(y)=0)

(d) Sil est un intervalle d'un ensemble autre qude théoreme n’est plus vrai (il faut la borne sup) :
f:xe{xeQ,0<x<2 - x2—2 continue sur [02] deQ, mais Oe |f(0), f(2)[ n’est pas atteint paf.

(e) Dans la preuve, le poimtest la plus grande € [a,b] tg. f(X) = y, mais une telle équation enn’a

pas a priorune unique solution: | = R et f(x) = x2. y = 1 est atteinte er1 et 1.

(f) A priori, les intervallesl et f(I) (avecf continue) ne sont pas de méme nature :

10.1[ - [0. 3] ot f : x> |x— 3| (ie ouvert— non ouvert)

1. ) i i ,
10,1] —» [1,+oo[0U f : X > X (ie borné non fermé» fermé non borné)

exercices. (1) Soit f une application continue sua,b], (a < b) et a valeurs dans]b]. Alors f admet
au moins un point fixe.

preuve: On considérg(x) = f(X) — x. g est continue eg(a) = f(a) —a > 0 (carf(a) € [a, b)),

g(b) = f(b) — b < 0 etg(a).g(b) < 0 doncdxg € [a,b] tg. g(Xg) = 0, donc tq.f(xg) = 0

(2) Toute fonction polyndme a cfitcients réels et de degré impair admet au moins une raeeier”

preuve: f(X) = ag + ... + a2 + x2™1 (quitte & diviser tous les coefs. pa#,.1). Comme

liMy_s 400 F(X) = +00 €t liMy_,_o F(X) = —c0, 0N en déduit I'existence de,[) € R? tq. f(a) < 0 < f(b).
D’ou f(a).f(b) < O etdxe]a b[tg. f(x) = 0.

remarque: on a vu que les intervalles et f(1) (avec f continue) ne sont pas (forcement) de méme
"nature”. Cependant, nous allons voir que dans le cas pheiades segments (intervalles fermé-borné),
f conserve la "nature” de ces segments.

1.2 Image d’'un segment

Théoreme:

Soit f : [a,b] — R continue, alors :
(1) f est bornée sum] b]

(2) f atteint ses bornes

preuve(IMAGE D' UN SEGMENT) :

(1) Par I'absurde. Sf non bornée surg, b], alors3(x,)n € [a b] tg. YN € N, |f (%) > N. (Xy)n €st
bornée, donc par Bolzano-Weierstradg,y) c [a,b] tg. limp_e Xm) = | € [a, b].

f est continue surg b], donc limy_,. f(X,n) = f(I)

Yne N, [f(X,m)l > ¢(n) > n (cary strictement croissante, g(n) € N) ; donc lim f (X)) = +oo
(2) Par (1), on sait qué est bornée. Soil = supxe[ap f(X). DoncVn e N, 3x, € [a, b] tq.

1 .
M — = < f(Xn) < M. (Xn)n est bornée, donc par le theoreme de Bolzano-Weiersti@gs,)) C [a, b] tqg.



liMhoe Xy = | € [a, 0] (car [a, b] fermé). f est continue surg] b], donc limy—,. (X)) = f(1). On a

également¥ne N, M — % < f(Xsm)) < M, donc limh_,. f(Xsmn) = M doncM = f(l) avecl € [a,b].
¥
Idem pour l'inf. m]

Corollaire 3 : 'image d’'un segment par une fonction continue est un segme
Plus précisément, gi continue sur, b] ot (&, b) € R? aveca < b, alors f([a, b]) = [m, M] ou
m=inf {f(X): xe[ab]}, M = sup{f(X): xe [a,b]}.

preuve: le théoreme précédent donfia, b]) € [m, M]. Comme ces bornes sont atteintes sub], le

TVI fournit 'autre inclusion. o
remarques

1 x#0
(a) Une fonction non continue sur un segment n'est a prasiopmeée f : xe [0,1] —<{ x *

0 s x=0

(b) Sil'intervalle considéré dans le théoréme n'est pa segment, on ne peut pas conclure :
f : x€]0,1] — xn'atteint pas sa borne inf.
1 .
f:xe]0,1] — ” n’'est pas majoréee
f:xe[0,00[ — xn'est pas majorée
(c) Dans le theoreme et le Corollaire, la continuité hgsune condition sfiisante :

X s xe€]0,1]
f:xel0,1]»¢ 1 s x=0
0 s x=1

(d) Notons également que toute fonctimonotonesur [a, b] est borné et atteint ses bornes, mais lI'image
de [a, b] n'est plus nécessairement un intervalle.

2 Fonctions continues strictement monotones sur un interdke

Lemme 1:soitf : 1 — Roul C R. Sif est strictement monotone slyralorsf réalise une bijection de
| sur f(l), dont la réciprogque est strictement monotonefly et de méme sens de variation gue

remarque ce théoreme reste vrai pofir D — R ou D pas forcément un intervalle !

preuve: montrons que est injective : soienk # y, alors par exempl& < y et si f est croissante, alors
f(x) < f(y) d’ou d’ou f(x) # f(y) doncf injective (ou par I'absurde), donic: | — f(l) bijective
(clairement surjective).

Soit f~1 sa réciproque, et soieatb e f(1),a < b. ll existex,y € |, x < ytg.a= f(x) etb = f(y) (f
supposée croissante). Dofict(a) = x, f~1(b) = ydoncf~1(a) < f~1(b), doncf~* croissante. O

Lemme 2:soitf : 1 - Roul C R. Si f est monotone sur, et sif(l) est un intervalle, alor$ est
continue suiE.

remarque ce théoreme reste vrai pofir D — R ou D pas forcément un intervalle !

preuve: supposond croissante sur. S'il existait un pointxg € | en lequelf serait discontinue, on
aurait limex - < f(Xo) () ou limy_x,, < f(xo) (ii).

Si on a par exemple (i), sojte |lim x — xof(X), f(Xo)[-

L'existence de link — Xof(X) implique celle d’un réeli e | N]—co, X[, et alorsf(u) < limy_x,. f(I)
étant un intervalley devrait en &tre un élément e= f(l) donc]f(u), f(xo)[ c I). Mais pour tout

X < Xg, on af(x) < limy,y, f,etpourtoutx > Xy, on af(x) > f(xp). Finalement, on aurayt ¢ f(l)
d’ou la contradiction. i



Théoreme: soitl un intervalle réel, ef : | — R continue et strictement monotone $uAlors :

@) f(1) unintervalle réel

(i) f réalise une bijection desur f(I) dont la réciproquef ~! est continue, strictement monotone sur
f(1), et de méme sens de variation gue

preuve: (i) déja vu. (i) Lemme 1— bijection del sur f(1), f~ stricctetie,t monotone, de méme
monotonie etf ~1(f(1)) = I, donc Lemme 2> continue. m|

Theoreme: sous les hypotheses du theoreme avarttest I'intervalle ouvert (resp. fermé, semi-ouvert)
d’extrémitéa etb, alors f(l) est I'intervalle ouvert (resp. fermé, semi-ouvert) dréxité lim, f, limy f

preuve: notonsa et les extremités de l'intervallé(l), oua = inf f(I) et = supf(l) (pris dans

R U {—o0, +o0}). Envisageons seulement le casfocroissante sur. Remarquons quae | sisia € f(l),
avec alorsy = f(a), et de méme pour etps.

Lorsquea ¢ I, on alim_, f = limy_5, f qui n’est autre quenf f(I), ie . De méme lorsqub ¢ I,

liMnso = limMnss f = 4. O

remarques
(a) Sif est une bijection d® surE (D c R, E c R), les courbes représentatives flet f~ dans un
repere O,_i>,_j>)) sont symeétriques par rapport a la droi&(} +_j>)) dans la directioni —_j>

(b) Dans le complément, c’est la nature "topologique” gsli @nservée, I'aspect "bornologique” ne
I'étant pas : par exemple la restriction de la fonction tartg ‘a]—g, g[ -1-11]

(c) Si f est continue et strictement monotone sur une p&rtiui n'est pas un intervalle réel, alors la
bijection réciproquey : f(D) — D n’est pas nécessairement continue.

(d) Si f est une bijection dé& sur f(l), alors f n'est pas nécéssairement strictement monotoné.sur
Ainsi: f:xeR % six # 1, 1 six = 1 est une bijection d& surR (f o f = Ig) maisf n'est pas
monotone SuR...

Par contre si I'on rajoute I'hypothése de continuité lsua stricte monotonie est acquise.

Théoreme: sil est un intervalle réel et i : | — R est continue sur, alorsf est injective sisif est
strictement monotone.

3 Exemples:

3.1 Fonction exponentielle

10;+00o] —R
X — In X
]0; +oo[ surR. On peut donc définir sa fonction réciproque :

La fontion est strictement croissante sur J@p[, donc réalise une bijection de

Définition : la bijection réciproque de In s’appelle fonction expatiete exp :R — R*

Relation fondamentale¥(a, b) € R, exp@).expb) = exp@ + b)

Propriéte : Vr € Q, expf) = (exp 1)

preuve: montrez par récurrence que pour tout Z et x € R, expfix) =(expx)" m|

Notation: exp(1) est note et expk) est notée*



3.2 Fonctions trigononetriques

N B _ 1. -
r [ 2 ’2] -l 1 1 est continue et strictement croissante, dOF]C B [ 2 ’_2]
X — Sinx X —> arcsinx
est continue et strictement croissante. L
toon —[-11 est continue et strictement décroissante, dofnc - -1 — [0:7]
X — COSX X — arccosx
est continue et strictement décroissante.
. - -1. -
fio ]zl - - : : f=r —]—= 5l
2'2 est continue et strictement croissante, donc 2'2
X — tanx X > arctanx

est continue et strictement croissante.

3.3 Fonctions hyperboliques et leurs &ciproques

Définition : on appelle cosinus hyperbolique (resp. sinus hyperbejitangente hyperbolique) la
—X —X

} , L ef—e shx
fonction notéech (resp.sh, th) définie suiR par :chx = (resp.shx = > thx = %().
f: R 1 . . . f1: 1 R
2 (L o] est continue et strictement croissante, donc [1, +eof =B
X > chx X — Argchx
est continue et strictement croissante.
f: R —->R . . . f-1: R >R
est continue et strictement croissante, donc
X > shx X +— Argshx
est continue et strictement croissante.
f: R =]-1;1] . . . 1. 1-1;1] —>R
est continue et strictement croissante, donc
X > thx X — Argthx

est continue et strictement croissante.



