Expos 59 : Suites divergentes. Cas des suites admettant une
limite infinie : comparaison, aggrations algbriques, composition
par une application.

Prérequis’ :

-Suite réelle, suite convergente
-Limites de fonctions

Niveau : programme complémentaire.

1 Suites divergentes

Définition : la suite (1h), est divergente dari® si elle ne converge pas vers un nombre réelviee R,
de>0,YNeN,dn> N, tq.lun -l < &

remarque : (i) une suite non bornée diverge (ex+{1(".n)), diverge).
(i) toute suite admettant deux suites extraites ne comagrgpas vers la méme limite diverge (ex :
((=1)M)n, diverge camy, = 1 etugp; = —1V¥n e N)

2 Suites divergentes vers l'infini

2.1 Definitions et propriétés

Définition : on dit que (Ih)n diverge verstco (resp.—o0) siYA€ R, AN e N,n > N = u, > A (resp.
YVAeR,ANeN,n>N=u, <A

remarque : divergentes car non bornées d'apres cette définition.

Notation : lim U, =+ et lim u, = +oo
Nn—+oo N—+oco
Proposition : (i) toute suite divergeant veps (resp.—oo) est minorée et non majorée (resp. majorée et
non minorée).
(i) si (un)n diverge vers l'infini, alors|(n|)n diverge verstoo
(iii) toute suite extraite d’'une suite divergeant veks (resp.—o) est divergente versoo (resp.—oo).

preuve: on passe a la définition... m|

Proposition : si (un)n croissante (resp. décroissante), alors : lig= +co0 < (u,), NON Majorée

. ) , I’]—>+:oo
(resp. lim u, = —co & (Un)n, NON Minorée)
n—+oo

preuve: "=" évident

"<" on suppose queuf), non majorée. Alor§A > 0,3dN e N tq. uy > A

La croissance daif), donnev¥n > N, u, > Aie r]Iim Upy = +o00 O
—+00
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2.2 Opeérations algebriques
2.21 Somme

Proposition: (i) si lim u, = +oco et (vy)n Minorée, alorsu, + vp)n — +oo
N—+oco
(i) si lim up = —co et (vy)n, Majorée, alorsuyy, + Vp)n — —o0
n—-+oo

preuve: (i) soit mun minorant de/,. SOitAe R, AN e Ntq.n> N= u, > A—m,doncYn> N =

N—+co
lim u, | lim vy | lim (un + Vn)
n—+oo nN—+oo0 N—+oo
leR +00 +00
. . . —0 —00
Récapitulatif l€R
+00 +00 +00
—0 —0 —0

Exemples: (i) u, = n, vy = nalorsup +vs — 0
(i) up = n, v, = =3nalorsu, + v, = -2n — —o0

2.2.2 Produit

Proposition : soit (un)n Une suite de réels, gte R*.

.o . +o0 Sid>0
Si lim u, = 40 alors lim u, = Au, =
N—+oco -

N 400 sii<O0
. . —o0 Sid<O0
Si Iim u, = —c alors Iim uy = Au, = .
Nodoo No+oo n 400 SIiA>0
preuve: on applique la définition. m]

Proposition : (i) si Uy — +oo (resp.up — —o0) et si (n)n €st minorée par un réel strictement positif,
alorsun.vy — +oo (resp.un.vy, — —oo)

(ii) si up — +oo (resp.u, — —oo) et si (n)n est majorée par un réel strictement négatif, alors

Un.Vh — —oo (resp.un.vy, — +o0)

. : . A
preuve: (i) m> 0 minorant de\(,)n. SOitAe R, AN e Ntg.Vn> N = u, > P =

A A L
UnVh > —.Vh > —.m> A/ ie lim UyVp = +o0 O
m m n

—+00

remarque : le résultat est faux svf), minorée par 0 (ou majorée). Il faut bistnictement positif (ou
strictement négatif)

Ur] = '\/ﬁ
ex: 1 doncuyvy,— 0
Vn:—
n
U\Vp | +o0o [ I>0|1<0]|0
Récapitulatif | +oc0 | 400 | 400 | —o0 | ?
—00 —00 | —0o 400 | ?

2.2.3 Inverse

Proposition : soit (u,)n une suite de réels non nuls. AIorﬁ)e a pour limite :

Uy | +oo | —oco | OY | O
110 O | 400 | —o0




2.2.4 Comparaison

Théoreme: soit (Un)n €t (vn)n deux suites telles que a partir d’'un certain ramgs vy, alors :
() si lim uy =+ alors lim v, = 400
n—+oo N—+o00

@i)si lim v, =—-co0alors lim u, = —c0
Nn—+oo

Nn—+oo

exemple U, = 3n+ /1 - % >Vh, =3n,donc lim =+

nN—-+0co

2.2.5 Composition par une application

Théoreme: soit f une application définie sur un intervalle d&R de la forme P, +oo[ (resp. ]— oo, A))
et (Un)n Une suite de tq. nIir+n Un = +o0 (resp.—oo). Si Xlirp f(x) =1 (resp.x lim f(x) =1) ou
| €l U{-o00, +00}, alorsn IiJrrn f(up) =1

preuve: 0] nm\m Un = 400, Xﬂ)rpm f(X) =l avecl e R. Soite > 0,3A > 0tg.¥x > A, |[f(X) - || < &. De
plusaN e Ntg.¥n> N, u, > AiedN e Ntq. |[f(uy) = l| < g e nﬂrpw f(x) =1

(i) si | = +00. SOitA>0,3B > 0tg.¥x > B, f(X) > A. De plusdN € N tq. ¥n > N, u, > B, donc
¥n>= N, f(uy) > A ]

3 Complements

Proposition : (i) toute suite divergeant verso (resp.—oo) est minorée et non majorée (resp. majorée et
non minorée).

(ii) si (un)n diverge vers l'infini, alors|(n|), diverge verstoo

(iii) toute suite extraite d’'une suite divergeant veks (resp.—oo) est divergente versco (resp.—oo).

preuve: (i) YAeR,AN e R,n> N= u, > A. SoitAe R, AN € N, ¥n > N = u, > A, doncu, minorée
parmin(A,B) ouB = inf(u,,n=0..N - 1)

(i) déf. car|up| > un = A

(iii) soit ¢ : N — N strictement croissante. Sdite R, INe N,n>N = u, > A

¢ strictement croissante doalo, € N tq. ¢(nk) > N, doncYn e N, n > ng = Uyn) > A (car

e(n) > p(n) > N O

preuve(ProposITION) : ON SUPPOSEl, — +coie YA>0,AN e Ntg.n> N,u, > A>0
. 1 1
ieYA>0,INeNtg.n>N, — <A/ ie— -0

Un Un

. . 1 1
Méme chose i, » 0" ieVA>0,AN e Ntg.n> N, < Uy < A, doncu— > A O
n



