Expo% 58 : Rapidié de convergence d’une suiteetle (,), vers
une limitel. Cas @l |u, — || est domi@ parn~2@, park". Exemples.
Calculatrice.

Prérequist : -Suites, convergence, relation de comparaison
-Théoreme de récurrence
-Fonctions, dvps assymptotiques

RAPPELS :

Un « Vp Sisidh, tg. up = vi.hy etnlifgo hy=1

U, = o(vy) (ou encorau, << vp) sisidh, tg. u, = Vi.hy etnILrDO h, =0 (ou :Ye > 0,AN,Vn > N, |uy| < |Vy|-€) (cas
particulier :u, = o(1) ie nILn; u, =0)

Un = O(vy) sisidh, tq. u, = vi.h, eth, bornée, (ce que I'on peut aussi éciilee R, AN € N, ¥n > N, |up| < K|vy|)

Cadre: -(up)n convergente verse R
-(un)n €st une suite non stationnaire a partir d’'un certain rang
(donc diférente de sa limite, a partir d'un certain rang)

1 Unexemple
. e 2n-1 2l 1
Soient @n)ns0 et (bn)n=0 définies paa, = Y eth, = o

La calculatrice nous indique une convergence vers 2 poul@as suites (ce que I'on vérifie theoriquement). On
trouve :a;5 = 1,8125,b15 = 1,9999

Ian—2|:ni<10‘3<:)n>2999

+1
3 . .
lbp— 2| = a1 <1072 & n> 12 ie by, semble converger plus vite.
e i . . Uns1 — |
Définition : soit (), Convergeant verse R. Les suiteSn := Uy — |, &n := [Un — || etdy 1= 21 =5 gont

Un - B En
appelées respectivement erreur d’approximation, ealesolue d’approximation etreur relative
d’approximation .

: i _ L Uns1 —
remarque etudier la rapidité de convergence, ce sera principaitétediert, == ———

2 Rapidité de la convergence

2.1 Rapidité de la convergence par comparaison

Définition :2 soient (in), et (v,), deux suites qui convergent vers R. On dit que ¢,), converge plus vite que
=0

. . Vn
(up)n versl si lim
n—+oo Uy —

1’exposé a été présenté a Bordeaux(1) en 2004 par Wemeorrigé par M.B., tapé par Gwendal. Réalisé avdgX. Mis a jour le
09/06/2007.



2.2 Critere intrinseque de rapidite de convergence

Untq — |
Définition : soit (ay)n, une suite convergente de limiteS’il existe € R tel que_ I|m/ln_ lim =L = 4, alors

n-co Uy — |

ce nombrel s’appellecodticient de convergence de la suitddans ce cas :
-Si|A] = 1 : la convergence sera dite "lente”

-Si0< |1] < 1: la convergence sera dite "géométrique”

-Si|4] = 0 : la convergence sera dite "rapide”

remarque : A peut ne pas exister :

. e 1 2 L, N
soit (Un)n défine paty, = - et = o (un)n décroissante et minorée par 0, donc convergentel vexs plus,

deux de ses suite extraites convergent vers 0, Hen@.

-1 ugsr— | . U=l 1 1 . . . -
LS S5 S 2 — 2, sin pair, % =53 si nimpair, donc n’as pas de limite, donc
2k+1 —

De pIus
- Uok — I
an eX|ste pas

Proposition : lorsqu'il existe |1 < 1

preuve: supposons qu existe ef1] > 1.
Ah—> A Ve>03IN,Vn> N, |1, — A <& donc¥e > 0,dN,¥n > N, ||An] — ||| < |[An — 4] < &, donc
—e<|An| = A < &,d0OU—g+ | < || < &+]A|.
Or|4| > 1 par hypothése, donc il existe- 1tqld| —e=k>1

I
- 7 = o, doncaN, Yn > N, || = |
- n
> KUy = D] > ... > k”*N+1|u —1
Or lim kK™=t cark > 1, doncju, — I| = +co, et (un|)n diverge (donci,), diverge), d’'oul la

N—+o0

contradiction. O

1—
Doncldn| > || —e>1; or s Un

| >k > 1, doncuny1 — 1] > ki(up = 1]

Proposition : soient (i) et (vh)n deux suites convegentes véet|’, de codficients de convergence respeciifs
et A,. Alors : [(vn)n converge plus vite vel$ que (n), versl] = [|Ay] < |Ad]]

Cette proposition permet de faire le lien entre le critatanseque de vitesse de convergefgcet la comparaison
de vitesse de convergence de deux suites. On utiliser sblegerad = I’

exemples
au1—2 n+1
- = —— — 1 donc convergence lente
an—2 n+2

-b“+1 —2_2+1 - } donc convergence géométrique
bh—2 22041 2 genceg q

. 1 Cn1—0 .
-soitc, = — =k anrs L 0 — 0 donc convergence rapide

I"I
-soitd, = Z alors — 0 donc convergence rapide
k=1

1 2
. . ) . 1 2 V2 3+ E)- V2
-s0it (Un)n une suite d’'Héron d’Alexandrieug = 1, Uy 1 = E(U” + —). Alors tn+1 \/_— 2707w

Un Un—\/é_ Un—\/é
Un—\/é

SeEo 0 donc convergence rapide (on a besoin de savoiugue V2, et quevn e N, u, # V2)
n

3 Comparaisona quelques suites classiques

On suppose quaif), — |, et qued définit ci-dessus existe. On remarquera que le choix &étée travailler par
équivalence, et non pas par domination (comme pourtametatans le titre de I'exposé€). Effet, I'information
par les équivalence sur la vitesse de convergence des ssitdeaucoup plus intéressante Jugi— || < o la

suite (n)n peut-etre lente, géométrique on rapide (elle est “aunsidente, “au plus” rapide, ce qui n'est pas tres
pertinent).

Proposition : soient (), €t (va)n convergentent verset!l’, de codficients de convergencyg et A,. Alors :
[lun =1 ~ va = "] = [l = 14v]] (ile m&me cofficient de convergence, ie méme ordre de vitesse de conwggrgen

2autre définition possiblev, — | = o(u, — ) pourn assez grand



On utiliser cette proposition (pour ce qui suit), en pattenpourl’ = 0

L . 1
Théoreme: Les suitesy,), de typelu, — | ~ (@), a > 0 sont deconvergences lente

. 1 Vi1 —0 n
t :—’ —)O,/l = = _(Y—)l
SOMtVn = T+ Y "T v,-0 (n+1)
3 3 1
exemple |ap—2|= —— < — ~ (=
xemple: Jan — 2| = ——— < — (n)

Théoreme: Les suitesin), de typelu, — I| ~ (k"), |kl < 1 sont deconvergences gometrique :
n+1

soitvy, = kK", v, = 0,4, = r -k
3 1
exemple |b, - 2| = 1~ (%)

Théoréme: Les suites ), de typelu, — || ~ (k™), |kl < 1 etr > 1 sont deconvergences rapide

) . krn+1 krn r .
s0itvn = K", Vg = 0,4 = 1 = (krn) =(K)* -0
L , . 1 2
exemple Suite d’Héron d’Alexandrietiy = 1, Uny1 = é(un + u—)
- n

lun — V2| < %(un_l - V2P etlup - V2 < % par récurrencgl, — V2| < 2.(%)2n+1

ug = V22101 pres.
(on parle méme de convergence bolide)

4 Acceleration de la convergence

Théoreme(mETHODE DE ROMBERG) : SOt (Un)n UNE Suite convergente de limitetq. A existe, et soit connul, # 1.

Un+1 — AU . N o
% converge plus vite queif), vers la méme limité.

Alors la suite de terme généngy :=
remarque lorsquel = -1, il s’agit de la “méthode de la moyenne”Etlsi 0? On a alors,, = U1 (Qucun intérét,
d’accélération de convergence d’'un seul “pas”) ; ce pdécde convergence ne sera donc utilisé en pratique que
lorsque (), sera géométrique (le cas= 1 étant exclu (suite alors non définie)).

Vo= Up1—1—=A(up—1 1 up-| A
preuve: n — n+1 ( n ): ) n+1 _ .
Up — | Q- =1 1-2 up-1 1-2
. Vp-— . . . .
Donc lim u” =0 lim un1 —luy — I=A. Ainsi la suite ¢,)n converge vers plus rapidement que
N—+oo Uy — N—+o0
(Un)n. |

remarque : cette méthode nécessite de connaltre

e o 2oLl g _A4e62-1 1 1
Exempx ”1‘ i1 “1‘ a4yl 122
|bn - 2| ~ (?)a |Bn - 2| ~ (E)

Théoreme (METHODE/PROCEDE D'AITKEN) : SOit (Un)n UNE suite convergente de limitgtq. A # 1. Alors la suite de
(Uns1 — Un)2

terme général;; ;=Uy - ————
Un + Uny2 — 2Un41

converge plus vite quaif), vers la méme limité.
remarque en notantA(Un) = Uny1 — Un, €A%U, = A(AU,), €N posan®y, = AUp = Unyq — Up, ON @AZUp=Wp 1 —
Wn=(Un+2 — Un+1) — (Uns1 — Un)=Uns2 — 2Uny1 + Up, d’0U la notation plus simple :

(Aup)?
A2up,

Vn+l = Un —



5 Complements

-u, — | = e, est I'erreur d’approximatiorju, — || = |e,| est I'erreur absolue. Ce qui est important, c’est I'erreur
) Un1 — | . . L

relatived, = ™1 erreur relative-quotient des erreurs d’apprommaﬂ@r%*—l.

-on se place dans le cas ou les suites convergentwwecun # | & partir d’'un certain rang.
Uns1— U

-Attention a I'erreur cIaSS|que Imool tn+1 | # |t
U - Un 1

En dfet limp_ | tn+1 ~ | peut exister sans qlllﬁ%l n'existe.

n n n(n+1) n-1

exempleun_k( 1) 0<k<1

u

|t~ | | |S|npa|r k| |S|n|mpa|r

Un — Un+1

-On met des- a Ia place d® (plus fort gu’une majoration)
-Convergence lente : suites de Riemann par majoration-itiion des suites téléscopiques

1 2
ZE:1E=Un—>€
}_L<1<}_id,ouﬂj_u 1
k k+1 K "k k-1 6 ' n

5.1 ancienne preuve, pour montrer quel > 1 est absurde

preuve: supposons qué existe et > 1.
An —>/l<:>v8> 0,AN,Yn= N,[Ah - A <e© Ve>0,AN,Yn> N,1 - < 1, < A+ edoncil existek > 1 tq
A—&=k> 1 (car par hypothésd,> 1)

—1 N .
donc L] > |k| = k, d'ol |up1 — 1] > Klu, — ||, et par suite :

n—
[Unsz = 1] > Kl(un = )| > lup = l| cark > 1
[Un = 1] > Kl(Un-1 = )] > [Un-1 = |
[un = 11> Ki(un = 1) > Juy = 1]
donclup — 1] > kl(un = DI; orJuy = 1] < Juy = I] carn > N etu, — |, d’oll la contradiction. m]

5.2 Sources

Cours d’'analyse pour la licence et le capes, Jean-EtienmbRldi (http //perso.orange fmaths.rombald)
On y trouvera des exemples, etc., et la preuve du procé&déeh.



