Expo% 57 : Suites convergentes. @ptions algbriques,
composition par une application continue. Comparaisonides
entre elles.

Prérequis' :

-Inégalité triangulaire

-Axiome de la borne supérieure : toute partie non vide ebnéajdeR admet une borne supérieure

-Notion de suites majorées, bornées, croissantespidsantes...

-Continuité

Cadre: nous considérons des suites réelles dans les énomeasts. Ces énoncés sont encore valable pour des séfieted
a partir d'un certain rang.

Rappel: suiteréelleu: PcN — R apartirduncertainranflp:u: {neN.n>Ny} —» R

- n ~ u(n) =: U, n = Uy
Niveau : programme complémentaire.

1 Suites convergentes
1.1 Definitions
Définition : une suite réellely), est dite convergente s'il existee R tq. Ve, AN € N, Vn > N, |u, = || < £ (1)

Proposition (unicITE DE LA LIMITE) : Si (Un)n €St une suite convergente, alors il existe un uniquel e satisfait

.
preuve: on suppose quelf), converge, ek, |’ satisfaisants (1) avdcz I’. Alors :

Ve, AN; € N, ¥Vn > Ny, |up — || <e&
Ve, AN, e N, ¥Vn> No, |up — |/| <ée&

SoitN = max(Nyz, Nz). AlorsvYn > N, || = I'| < |uy — l]+]uny — I’]. DoncVe, || - I'| < 2.& (contradiction, en posant
=]
£

par exemple). m|

Notation : si un tel nombreé existe, on noté = lim u, et on dit que @,), converge verg quel est la limite de
Nn—oo
(un)n (et que (n)n admet une limitd).

exemples
— les suites stationnaires convergent

1
- (ﬁ)”EN* converge vers 0

1.2 Propriétés

Proposition 1: toute suite convergente est bornée.
Proposition 2: si (uy)n converge vers, alors (un|)n converge verd| (la réciproque est vraie sisi= 0).

Remarque: la réciproque de la prop. 1 est fausse (exemptel){bornée mais non convergente).
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Définition : soit (un), une suite. On dit quesg), est une suite extraite day), s'il existep: N — N

n - o)
strictement croissante, telle ga € N, Vi, = Uy

Exemple: (Uzn)n €t (Uzns1)n SONt des suites extraites de ),
Proposition 3: (un)n converge vers < toute suite extraite deug), converge vers

Remarque: cela fournit un critere de non convergence pour certasnéss. Exempleu, = (—1)" ne converge
pas, caug, = 1 etuzy1 = —1,Vn € N (donc convergent vers 1 et -1 respectivement).

Proposition 4: si (un)n €St une suite croissante et majorée, alors elle convesgpdctivement une suite
décroissante et minorée converge).

n
1
exemple: unzz @
k=1

preuve: supposons queif), soit croissante et majorée. S&it= {un, n € N}. A est une partie non vide et majorée
deR. On posd = supA. Par définition de la borne supérieure, on a dovie > 0, AN € N tel queuy € A et

| —e<un <l <l+e& Or () croissante, dongén > N, —e<uy < up <l <l+eg

ie (up)n converge vers m]

Définition : on dit que (h)n et (vn)n SONt deux suites adjacentes si :
— (up)n croissante

— (Vn)n décroissante

~ lim (v~ ) = 0

Proposition 5: deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.
n

1 1
Exemple: u, = — ety =Uy+ —
kz:; k! n.n!

2 Opeéerations algebriques

Théoreme: soitk € R, (un)n qui converge verket (v,)n qui converge verk. Alors :
1. (un + Vp)n cOnverge vers+ I’
2. (Un.Vn)n converge versl’
3. (kup)n converge verk.l

. \ ,
4. sil # 0, alorsdN e Ntg.Vn> N, u, # 0, et alorsi converge ver$ etu—” converge ver#
n

preuve: (1) et (3) évidents.

(2) soite > 0, |un.vh — LU|=](un = DV + L.(vh = D] < JUn = 1Vl + (1] va = 1]

Or (vh)n converge doncw,), bornée, elM > 0,3N € N, tq. Vn > N, |v,| < M. De plus (1,), converge ver§
donc en posant’ = £ : AN, Yn > Ny, |uy — I] < &’. De méme,\{y), converge ver§, donc en posant’ = IE :

ANy, Vn > Ny, [vh = I < &”.

DoncVn > mallx(N, N1, Ng),||un.vn -1V <M+ |l =2
1 1 —Vh |Vn-— ,
(4) |V— - T|:| X n|=| In|v | |. Or (Vo) bornée, doné@M > 0,3N € N, tq.Vn > N, [vi| < M, et (), converge vers
n -vn -lvn
I = vl
|, donc en posarf = ——, on g O
P TR ARSTTIYA

3 Composition avec une application continue

Théoreme: soitAc R, f: A — R et (uy),une suite d'éléements d& Sinlim u,=1,1 €A etsif continue
enl, alors (f (un)), converge verg(l)

preuve: soite > 0, alors par continuité deenl, 47 > 0tq.¥x € A, [x— 1| < np = |[f(X) — f(I)| < &. OraN tq.
vYn> N, |u,—I| <npie|f(u) - f() <e m]

Remarques:
-ce résultat sert dans I'étude des suites définies paralaton de récurrence du typig,; = f(un) -la condition
de continuité er sufit, il n'est pas nécessaire de prendreontinue su tout entier



4 Comparaison de suites entres elles
Soient trois suitesug)n, (Vn)n €t Wn)n
Théoreme: si (up), converge vers, (vp)n versl’, et s'il existeN € N tq. ¥n > N, u, < v, alorsl < I

Théoreme(pes GENDARMES) : Si (Un)n converge vers, et (W), versl, et sidN € N tg. ¥n > N, up < vy < Wy, alors
(vn)n converge vers

1
n? + k2

n
exemple: up = Z
k=1

Corollaire : si lim v, =0etsiAN e Ntq.¥n> N, |u, - l| < vy alors limv, =0
N—oo nN—oo

5 Complements
5.1 Preuves
Pror.1 : Toute suite convergente est boree

preuve(Pror.1) : Ve > 0,AN e N, n> N, |u, — l] < &. Soite > 0,AN e N, n> N, | —e < uy < | + &, et pour
n < N, Minko_n(Uk) < Un < MaXk=0...n(Uk) o

Pror.2 : si (un)n converge verd, alors (Jup|), converge vergl|
preuve(Pror.2) : ||un| — |l]| < |u, — 1] (aprés on applique la définition de la convergenag ) m|
Pror.3 : (Un)n cONverge verd sisi toute suite extraite de(u,), converge verd

preuve(Pror.3) :0na Ve > 0,ANtq.Vn> N, Ju, — || < &. Soitp: N — N strictement croissante. Donc
An tg. ¢(nk) > N, donc¥n > N, ¢(n) > ¢(nk) > N d'oll |uy, — Il < & m|

Pror.5 : Deux suites adjacentes convergent et ont la@me limite

preuve(Pror.5) : on montre d’abord le Lemme : si{), et (va)n SONt adjacentes, aloug < vy, Yn e N,

Vi1 — Uns1 = (Vne1 — Vi) + (Vn — Up) + (Up — Uny1) OF (Vny1 — Vi) < O car (), décroissante ; de méme,(— Un,1) < 0.
DoNcVy,1 — Unya < Vy — Uy donc la suitef, — un)n est décroissante qui tend vers ONg+4 up) > 0,¥Yne N

De plus, (In)n est croissante et majorée par (Vn)n €st décroissante et minorée parLemme), doncyy)n
converge vers (vn), converge vers. Ornﬂrﬂo(vn -u) =0 ienlim Vn— lim u,=0,iel =V O

— 400 N—+o0

Théoreme: si (un)n converge vers (vq), versl’, et s'il existeN € N tq. Yn > N, u, < vy, alorsl < I/

preuve(TuEoREME) : par I'absurde, on pos&;, = v, — Up. nIim w, =1 =1", et¥n = Ng, w, > 0. On suppose que
- —+00
| _ |/ _ I
I"'—=1<0.dAN; e Ntg.n> Np, wp, — (I' = 1) (en posant = > ).
. " =1 -
SoitN = max(Nz, N2). Yn > N, 0 < Wy < > < 0 (contradiction). Dont’ -1 > 0 O

preuve(TH. DES GENDARMES) : SOite > 0.VNn > N, Uy — | < vy =1 <wWh — 1. AN, N> Ng, —e < up, — | < g; ANy,
n> Ny, —e <W,— I <& OnposeN’ = max(N, N, No), —e< v, -1 <¢ O

5.2 Exercices

. 1
5.2.1 Exercice 1: montrer que(ﬁ)neN* converge versD.

1 1
(ﬁ)neN* convergevers @ Ye > 0,AN e N tg.¥Yn > N, |ﬁ| <e.

. 1 1 1
Soite > 0. EnposanN = E(=) + 1, pourn> N,onal-| < —— <
& 1
E(-)+1
&

= g, ce que I'on voulait.

LY



1
5.2.2 Exercice 2 : montrez quel, = Z i etv, =u, + Y sont adjacentes.
k=1

1
La suite (), est clairement croissante, et I|(v'.n —Uy)=Ilim — =0

n—+co N.N!
V Vh=U Un+ ! ! = 1 + ! !
ML T T T s D+ 1) nnl (n+ 1) (n+D(n+1)! nnl

nn+1)+n—(n+17 -1

DO+ Dl nnr Do D! < 0, donc ¢n)n, est décroissante.

5.2.3 Exercice 3 : montrer que(z 5)n CONVErge.

u — Unp > 0donc est croissante.
n+1 (n 1)2 (Jn)n

1 1 1 1
+ 2 _ _ 2 [
k e N*, ke = k(k — 1) + k, donck= > k(k — 1), donc k(k 1) " K
n 1 n 1 n 1 1 d 2 d 2 d
k§:2 @ S kéz PR kgzz K S onc E @ < - onc (Ih)n est majorée par onc cv.

n
. 1
5.2.4 Exercice 4 : montrer que(z m)" converge vers).
k=1

1 n 1
S 5—5 < 55— donc0< < z
n2+k2 n2+ Z 2+k2 n2+1 n

Donc par le théoréme des gendarme converge vers 0.
p g é m)n g

. k
5.2.5 Exercice 5 : montrer queu, = l_l(l + ﬁ) converge.

X2
Inu, = Z In(1+ ) On montre facilement que— - < <In(1+x) <

n n
En posank = : eten sommantz =5 ( )2 Z In(1+ —2) Z 52
k=1

n(n+1) nn+1) 1 - 1, 1
Orz o )= ow T t__z(nZ) 2n4Z <_4Zk S

Donc—— Z( )2 — 0, doncz In(1+ 5) — = d ou I|m Up = €2

II
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