
Expośe 55 : Exemples de représentation paraḿetrique des
coniques; construction de la tangente et de la normale en un point

à une parabole, une ellipse, une hyperbole.

Prérequis1 :
-Equations réduites d’une conique1

-Tangente à une courbe paramétrée
-Propriétés bifocales de l’ellipse et de l’hyperbole

Cadre de la leçon
Soit
−→
P plan affine euclidien orienté, muni d’un repère orthonormal direct.

1 Représentations paraḿetriques des coniques ; tangentes en un point

1.1 Parabole

1.1.1 Equation ŕeduite

Une paraboleP de foyerF et de directriceD admet pour équation réduitey2 = 2px dans le repère

orthonormé d’origineO milieu de [KF] (K projection orthogonale deF surD) tel que :
−−→
KF = p

−→
i ,

(p > 0)

1.1.2 Une paraḿetrisation assocíee

Théorème
A cette équation réduite, on peut donc associer la paramétrisation :x(t) = t2

2p , y(t) = t, t ∈ R

preuve
On a :M ∈ P ⇐⇒

−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j = y2

2p
−→
i + y

−→
j , d’où le résultat en prenanty = t (M(t) = ( t2

2p , t)).

1.1.3 Tangentèa la parabole

Corollaire
La paraboleP admet en tout point une tangente. SiM0(x0, y0) ∈ P, sa tangente enM0 , notéeTM0, a

pour équation cartésienne (dans (O,
−→
i ,
−→
j )) : y.y0 = p(x + x0)

preuve
Soit M(t) un point quelconque de la parabole. L’existence de la tangente au pointM(t) est assurée par la

dérivabilité de la fonctiont →
−−→
OM(t) = ( t2

2p , t).

La tangente au pointM(x0, y0) admet pour vecteur directeur
d
−−−→
OM0

dt
(t) = −→u0(t0)

(

t0
p
, 1

)

(et p > 0 donc le

vecteur directeur n’est jamais nul)

1L’exposé a été présenté (et tapé) à Bordeaux(1) le 24/01/2005 par Gwendal Haudebourg, et a été corrigé par M. P. Misà
jour le 06/02/2006
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M ∈ TM0 ⇐⇒
−−−−→
M0M = k−→u0

M ∈ TM0 ⇐⇒ x − x0 =
kt0
p et y − y0 = k

=⇒ (x − x0)p = (y − y0)t0 or y0 = t0 =⇒ px − px0 = −y2
0 + y0y = −2px0 + y0y

=⇒ px + px0 = y0.y =⇒ y.y0 = p(x0 + x)

1.2 Ellipse

1.2.1 Equation ŕeduite

A toute ellipseE, on peut associer un repère orthonormalR(O,
−→
i ,
−→
j ) dans lequel l’ellipse admet une

équation réduite de la forme :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (où l’on peut supposer 0≤ b ≤ a).

R admet pour origine le centre de l’ellipse, pour axex′x le grand axe de l’ellipse, et pour axeyy′ le petit
axe de l’ellipse.

1.2.2 Une paraḿetrisation assocíee

Théorème
A cette équation réduite, on peut donc associer la paramétrisation :
x(t) = a cos(t), y(t) = b sin(t), t ∈ [0, 2π[

preuve
D’après les propriétés des fonctions cos et sin, à tout couple de réel (u, v) vérifiantu2 + v2 = 1, on peut
faire correspondre un réelt, défini à 2kπ près tel que :
u = cos(t), v = sin(t). Ainsi :

M(x, y) ∈ E ⇔
x2

a2
+

y2

b2
= 1⇐⇒ ∃t ∈ [0, 2π[ tel que x

a = cos(t), y
b = sin(t). On obtient ainsi la

paramétrisation associéex(t) = a cos(t), y(t) = b sin(t), t ∈ [0, 2π[.
Cas particulier : sia = b = r, x(t) = rcos(t), y(t) = rsin(t), t ∈ [0, 2π[ est une représentation
paramétrique du cercle de centreO(0, 0), de rayonr

1.2.3 Interprétation graphique

On appelle cercles principaux de l’ellipseE les deux cercle centrés enO, de rayona et b notés
respectivementCa etCb.
L’ellipse E définie par la paramétrisationxa = cos(t), y

b = sin(t), t ∈ [0, 2π[ peut être considérée comme
image d’un de ses cercles principaux par une affinité orthogonale :
-image deCa par l’affinité orthogonale d’axex′x de rapportba
-image deCb par l’affinité orthogonale d’axey′y de rapportab

Signalons aussi une méthode pratique de construction de l’ellipse (a > b) que l’on peut justifier à l’aide
de cette paramétrisation :
on utilise une bande de papier de longueura, d’extrémitésA et M, B étant le point de [AM] tel que
BM = b.
on déplace cette bande de papier de façon à ce queA et B demeurent repsectivement sur les axes (x′x) et

(y′y), et l’on a alorsM qui décrit l’ellipse d’équation
x2

a2
+

y2

b2
= 1

En effet :

cos(t) =
AH
AM
=

x0

a
, sin(t) =

MN
BM
=

y0

b
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1.2.4 Tangentèa l’ellipse

Corollaire
L’ellipse E admet en tout pointM(x0, y0) une tangente notéeTM0, qui a pour équation cartésienne
x.x0

a2
+

y.y0

b2
= 1

preuve
Soit M(t) un point quelconque de l’ellipseE. L’existence de la tangente au pointM(t) est assurée par la

dérivabilité de la fonctiont →
−−→
OM(t) = (acos(t), bsin(t))

La tangente enM0(x0, y0) admet pour vecteur directeurd
−−−→
OM0(t)

dt
=
−−−→
u(t0)(−a sin(t0), b cos(t0)) (qui n’est

jamais nul).

Donc M ∈ TM0 ⇐⇒ ∃k ∈ R tel que
−−−−→
M0M = k−→u

⇐⇒ ∃k ∈ R tel quex − x0 = −ka sin(t0), y − y0 = −ka cos(t0)
or x0 = a cos(t0), y0 = b sin(t0) donc⇐⇒ ∃k ∈ R tel quex − x0 =

−ka
b y0, y − y0 =

−kb
a x0

⇐⇒ ∃k ∈ R tel quek = (y−y0)a
bx0

y0, x − x0 =
−ka

b y0

⇒ x − x0 =
(y−y0)a2

bx0
y0, x0 , 0⇒ b2x0x − b2x2

0 = y2
0a2 − y0ya2⇒ b2x0x + a2y0y = b2x2

0 + y2y2
0

⇒
x0x
a2 +

y0y
b2 =

x2
0

a2 +
y2

0
b2 = 1 (carM0 ∈ E)

(Si x0 = 0⇒ ∃k ∈ R tel quex = −ka sin(t0). Or x0 = a cos(t0), a , 0⇒ cos(t0) = 0⇒ y − y0 = 0
⇒ y = y0)

1.3 Hyperbole

1.3.1 Equation ŕeduite

A toute hyperboleH , on peut associer un repère orthonorméR dans lequel l’hyperbole admet une

équation réduite de la forme :
x2

a2
−

y2

b2
= 1 (où l’on peut supposera > 0 etb > 0.

Le repèreR admet pour origine le centre de l’hyperbole, pour axex′x l’axe focal de l’hyperbole.

1.3.2 Paraḿetrisations assocíees

Théorème
A l’équation précédente, on peut associer la paramétrisation :
x(t) = a

cos(t) , y(t) = btan(t), t ∈] − π2 ,
π
2[∪] − π2 ,

3π
2

preuve
L’application t 7−→ tant définit une bijection de ]− π2 ,

π
2[ dansR. De plus,∀t ∈] − π2 ,

π
2[,

1
(cost)2 − (tant)2 = 1, ett 7−→ 1

cost fonction paire sur ]− π2,
π
2[, définit une bijection de [0, π2[ dans [1,∞[.

Ainsi, ∀M ∈ H ,
x2

a2
−

y2

b2
= 1⇒ ∃t ∈] − π2 ,

π
2[ tel que : x

a = ±
1

cost et y
b = tant

Réciproquement, tout pointM(t) de coordonnées (± a
cost , b tant) où t ∈] − π2,

π
2[ appartient à l’hyperbole.

1.3.3 Tangentèa l’hyperbole

Corollaire
L’hyperboleH admet en tout point une tangente. SiM0(x0, y0) ∈ H , sa tangente enM0 , notéeTM0, a

pour équation cartésienne (dans (o,
−→
i ,
−→
j )) : x.x0

a2 −
y.y0

b2 = 1

preuve
Soit M(t) un point quelconque de l’hyperbole. L’existence de la tangente au pointM(t) est assurée par la

dérivabilité de la fonctiont →
−−→
OM = ( a

cos(t) , btan(t)).
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La tangente au pointM(x0, y0) admet pour vecteur directeur

d
−−−→
OM0

dt
(t) = −→u0(t0)(

a tant0
cost0

,
b

(cost0)2
) = (

x0.y0

b
,

b.x2
0

a2
)

M ∈ TM0 ⇐⇒
−−−−→
M0M = k−→u0

M ∈ TM0 ⇐⇒ x − x0 =
k.a.y0

b.cost0
et y − y0 =

k.b.x0
cost0

M ∈ TM0 ⇐⇒ x − x0 =
k.x0.y0

b et y − y0 =
k.b.x2

0
a2

M ∈ TM0 ⇐⇒ x − x0 =
k.x0.y0

b et a2(y−y0)
b.x2

0
= k

=⇒ x − x0 =
a2(y−y0)x0.y0

b2.x2
0

=⇒ b2.x0.x − a2.y.y0 = b.x2
0 − a2.y2

0 =⇒
x2

0
a2 −

y2
0

b2 = 1.

2 Constructions ǵeométriques de la tangente et de la normale en un point

2.1 Avec la d́efinition monofocale commune aux trois types de coniques

Théorème
SoitC une conique de foyerF, de directriceD, et M un point deC non situé sur l’axe focal. La tangente
àC en M (notéeTM)coupeD en un pointT , tel que le triangleMFT soit rectangle enF (ie
(FM) ⊥ (FT )).

preuve
Dans le repère (O,

−→
i ,
−→
j ), soit F(c, 0), T (0, r), −→u (x′, y′), x′ , 0 vecteur directeur de la tangente.

−−−→
T M0 = k−→u ⇔ (x0 = k′x′0, y0 − r = ky′0)⇔ (k = x0

x′0
, r = −

x0.y′0
x′0

) + y0)

MF2 = e2.MH2⇔ (x − c)2 + y2 = e2.x2. On dérive par rapport àt :
y′y + (x − c)x′ = e2.x.x′, d’où yy′ = e2xx′ − x′(x − c)
−−→
FM.
−−→
FT = (x0 − c).(−c) + y0r = (x0 − c)(−c) + y0(y0 −

x0
x′ y
′) = ... = −2cx0 + c2 + x2

0− x2
0 − c2 + 2x0c = 0.

Donc (FM) ⊥ (FT )

2.2 D’après la d́efinition bifocale des coniques̀a centre (ie ellipse, hyperbole)

2.2.1 Cas de l’ellipse

Théorème
La tangente en un pointM d’une ellipseE de foyersF, F′ est la bissectrice extérieure issue deM du
triangleMFF′, et la normale est la bissectrice intérieure.

preuve

Notons−→u =
−−→
FM
FM et

−→
u′ =

−−−→
F′M
FM (ainsi, on a :MF =

−−→
FM.−→u et MF′ =

−−−→
F′M.

−→
u′. Or

M ∈ E ⇒ FM + F′M = 2a. Donc en dérivant :
d
−−→
FM
dt
.
−→u +
−−→
FM.

d−→u
dt
+

d
−−−→
F′M
dt
.
−→
u′ +
−−−→
F′M.

d
−→
u′

dt
= 0

Comme
−−→
FM.

d−→u
dt
=
−−−→
F′M.

d
−→
u′

dt
= 0, on en déduit

d
−−→
FM
dt
.(−→u +

−→
u′) = 0, comme

d
−−→
FM
dt

dirige la tangente en

M, et−→u +
−→
u′ dirige la bissectrice intérieure issue deM du triangleMFF′, on a le résultat énoncé

2.2.2 Cas de l’hyperbole

Théorème
La tangente en un pointM d’une hyperboleH de foyersF, F′ est la bissectrice intérieure issue deM du
triangleMFF′, et la normale est la bissectrice extérieure.

4



preuve
Idem avecH = {M/|MF − MF′| = 2a}

3 Constructions particulières des tangentes

3.1 ParaboleP

Le théorème suivant nous donne une méthode pour construire la tangente (et la normale) en un pointM
de la parabole.

Théorème
Soit M ∈ P, H = pro j⊥,P(M). Alors la tangente enM àP est la médiatrice de [FM], et la normale enM
est la parallèle à (FH) passant parM.

preuve
Un vecteur directeur de la tangente enM(t) ∈ P est−→u ( t

p , 1), H(− p
2 , t), F( p

2 , 0) On a donc :
−→u .
−−→
HF = ( t

p , 1).(p,−t) = 0, d’où (TM) ⊥ (FH). De plus, par définition de la parabole, on aHM = FM,
doncM ∈ med[HF], d’où le résultat.

3.2 EllipseE

Théorème
Soit M ∈ E distinct des sommets. Alors la tangente àC(O, a) enP ∈ C(O, a) de même abscisse queM
coupe l’axe focal enm tel queTM = (Mm).

preuve
On aP(a cos(t), a sin(t)), M(a cos(t), b sin(t)), m(k, 0),

−−→
OP = (a cos(t), a sin(t)),

−−→
Pm = (k − a cos(t),−a sin(t)), donc

−−→
OP.
−−→
Pm = (k − a cos(t)).(a cos(t)) + (−a sin(t))(a sin(t))

= −a2(sin(t))2 − a2(cos(t))2 + ka cos(t) = 0 d’où k = a
cos(t) ⇒ m( a

cos(t) , 0) doncm appartient àTM, car

vérifie : x.xm
a2 +

y.ym

b2 =

a
cost .a cost

a2
= 1.

3.3 HyperboleH et ses assymptotes

Théorème
Soit M ∈ H . Alors la tangente àH en M notéeTM coupe les deux assymptotes enu et v symétriques
par rapport àM.

preuve
Les deux assymptotesA1 etA2 ont respectivement pour équationsy = − b

a x et y = b
a x.

Soit J ∈ A1 ∩ TM⇔ (− yy0

b2 +
xx0
a2 = 1, y = − b

a x)⇔ (− xy0
ab +

xx0
a2 = 1, y = − b

a x)

⇔ (x( y0a+x0b
a2b=1 ), y = − b2a

y0a+x0b )

Soit J ∈ A2 ∩ TM⇔ (− yy0

b2 +
xx0
a2 = 1, y = b

a x)...

On vérifie ensuite que :
xI + xJ

2
= xM et

yI + yJ

2
= yM , donc queM = milieu[IJ]
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