Expo% 55 : Exemples de repsentation paraatrique des
conigues; construction de la tangente et de la normale epiah p
a une parabole, une ellipse, une hyperbole.

Prérequis' :

-Equations réduites d’une conidue

-Tangente a une courbe paramétrée

-Propriétés bifocales de I'ellipse et de I'hyperbole

Cadre de la lecon
Soit P plan dfine euclidien orienté, muni d’'un repere orthonormal direc

1 Représentations parangtriques des coniques ; tangentes en un point

1.1 Parabole
1.1.1 Equation reduite

Une parabole? de foyerF et de directriceD admet pour équation réduit€ = 2px dans le repere
orthonormé d’origineO milieu de KF] (K projection orthogonale dE sur D) tel que KF = p_i>,
(p>0)

1.1.2 Une parangtrisation assocge

Théeoreme ,
A cette équation réduite, on peut donc associer la paraaton :x(t) = é—p,y(t) =t,teR

preuve
rd

Ona:Me® « OM = xi + yj = zﬁp_f + y_j>, d’ou le résultat en prenagt=t (M(t) = (%,t)).

1.1.3 Tangentea la parabole

Corollaire
La parabole” admet en tout point une tangente.N&j(Xo, Yo) € P, sa tangente eNlg , notéeTy,, a

pour équation cartésienne (damﬁ),_j))) 1 Y.Yo = p(X+ Xo)

preuve
Soit M(t) un point quelconque de la parabole. L'existence de la tategau pointM (t) est assurée par la

dérivabilité de la fonctiott — W)(t) = (é—zp,t).

—_—>
La tangente au poinl(xg, Yo) admet pour vecteur directeg%(t) = To(to) (t—; 1) (etp> 0Odoncle

vecteur directeur n’est jamais nul)

Iexposé a été présenté (et tapé) a Bordeaux(1) /8122005 par Gwendal Haudebourg, et a été corrigé par M. PaMis
jour le 0602/2006



% q
M ETMO — MoM = ka
Me‘TM()(:»x—xo:kt—[j’ety—yo:k
= (X— X0)P = (Y — Yo)to O Yo = to = PX— PXo = —Y3 + Yoy = —2pPXo + Yoy
= PX+ PXo = Yo.Y = ¥.Yo = P(Xo + X)

1.2 Ellipse
1.2.1 Equation reduite

T _j>) dans lequel I'ellipse admet une

’

A toute ellipse&, on peut associer un repére orthonorRéD,
2

, S X .
equation réduite de la formea—'2 + 7 1 (ou I'on peut supposer 8 b < a).

R admet pour origine le centre de I'ellipse, pour akele grand axe de l'ellipse, et pour ayg le petit
axe de l'ellipse.

1.2.2 Une parangtrisation assocge

Théeoreme
A cette équation réduite, on peut donc associer la paraaton :
X(t) = acost), y(t) = bsin(),t € [0, 2]

preuve
D’apres les propriétés des fonctions cos et sin, & toupke de réely, v) vérifiantu® + v2 = 1, on peut
faire correspondre un réeldéfini a Xr pres tel que :
u = cos(t), v = sin(t). Ainsi :

X2 . . .
M(x,y) e E & 2 + 7 1 < 3t € [0, 21] tel que = cos(t), % = sin(t). On obtient ainsi la
paramétrisation associ&é) = acost), y(t) = bsin(),t € [0, 2x].
Cas particulier : sa = b =, x(t) = rcos(t), y(t) = rsin(t), t € [0, 2x[ est une représentation
paramétrique du cercle de cen@®0, 0), de rayorr

1.2.3 Interprétation graphique

On appelle cercles principaux de I'ellipgdes deux cercle centrés €y de rayona etb notés
respectivement; etCp.

Lellipse & définie par la paramétrisatich= cos(t), % = sin(t), t € [0, 2x[ peut &tre considérée comme
image d'un de ses cercles principaux par uffi@miéé orthogonale :

-image deC, par I'affinité orthogonale d’ax&’ x de rapporﬁ—;

-image deCy, par I'affinité orthogonale d’axg’y de rapports

Signalons aussi une méthode pratique de constructiorellipde @ > b) que I'on peut justifier a I'aide
de cette paramétrisation :

on utilise une bande de papier de longuaud’extrémitesA et M, B étant le point deAM] tel que

BM = b.

on déplace cette bande de papier de fagon a c&@i® demeurent repsectivement sur les axég)(et

(Y'y), et I'on a alorsM qui décrit I'ellipse d’('aquation;(l—2 + 7 1
En dfet : %o MN v,

= —_— = i = — = —O
o) =M =2 SW=gy =%



1.2.4 Tangentea I'ellipse

Corollaire

L’ellipse & admet en tout poini(Xo, o) une tangente not&By,, qui a pour équation cartésienne
XX ¥YYo
=1

2
preuve
Soit M(t) un point quelconque de I'ellipsg. L'existence de la tangente au poMi(t) est assurée par la
dérivabilité de la fonctiott — W(t) = (acos(t), bsin(t))

Mo(t)

La tangente eMg(Xo, Yo) admet pour vecteur directedrd— = @( asin(tp), bcostp)) (qui n'est
jamais nul).
—_
DoncM € Ty, <= 3k € R tel queMoM = KU
< Jk € R tel quex — xg = —kasin(tp), ¥ — Yo = —kacos(p)
or xo = acosto), Yo = bsin(o) donce= Tk € R tel quex — xo = F2yo,y - Yo = —Lxo
= ke Rtel quek = Ly, x— x; = Sy,

:>x—xo—(yy°)ay Xo # 0 = bpXox — b?x2 = y2a? — yoya? = b?Xox + a?yoy = b?)x2 + y2y?

= ’§2X+ygzy_2‘;+§_l(carM068)
(Sixp = 0= Jk € Rtel quex = —kasin(tp). Or xg = acosfp),a# 0= cos(tp) =0=y—-yp =0

=Y =Yo)

1.3 Hyperbole
1.3.1 Equation reduite

A toute hyperboleH, on peut associer un repere orthonorRé&ans lequel I'hyperbole admet une
2

équation réduite de la forme:l—'2 i 1 (ou I'on peut supposex > 0 etb > 0.
Le repererR admet pour origine le centre de I'hyperbole, pour &xel’'axe focal de I'hyperbole.

1.3.2 Paranetrisations asso@es

Théoreme
A I'equation précédente, on peut associer la paras#iton :

X(t) = mag YO = btan(t), te] - 3. 5[U] - 5.

preuve
L’ appllcatlont — tant deflnlt une bijection de + 7, 5[ dansR. De plus,vt €] - 3, 3],

- (tant)? = 1, ett — m fonction paire sur ]— 5. 5[, définit une bijection de [§[ dans [1 cof.
2\

Ainsi, YM e‘H,?—éz 1= 3te] -3 3[telque :% = £+ et =tant

Réciproquement, tout poimdl(t) de coordonnéestC2;, btant) out €] — 5, 5[ appartient a I'hyperbole.

(cos’c)2

1.3.3 Tangentea I'hyperbole

Corollaire
L’hyperboleH admet en tout point une tangente.Nkj(xo, Yo) € H, sa tangente el , notéeTy,, a

pour équation cartésienne (daos (, })) : e _xp-
preuve
Soit M(t) un point quelconque de I'hyperbole. L'existence de la éamg au poiniVi(t) est assurée par la

derivabilite de la fonction — OM = (COLS(D, btan(t)).



La tangente au poin(xg, Vo) admet pour vecteur directeur

dOMo atantg b Xo0.-Yo bX%
(t) = To(to)( : 5) = D,
costy * (costy) b a
METMO<=> MoM = ki3
M € T, &= X— Xo = panies €ty — Yo = s
kb,

M € Ty &= X — X = 2V ety _yo =
MeTm, & X—Xo = |"“’y"et""(yxoyo)_k

20, 2
gy JoXoYo (ybzy_oggxo-yo = bP.xo.x— &.y.yo = b - aly2 = 3 -

s
Il
=

:X—Xo:

2 Constructions ¢geométriques de la tangente et de la normale en un point

2.1 Avec la cfinition monofocale commune aux trois types de coniques

Théoreme

SoitC une conique de foydF, de directriceD, et M un point deC non situé sur I'axe focal. La tangente
acC enM (notéeT)coupeD en un poinfT, tel que le triangledMFT soit rectangle efr (ie

(FM) L (FT)).

preuve
Dans le repereQ, i _f) soitF(c,0), T(0,r), U(X,Y), X # 0 vecteur directeur de la tangente.
— XO

TMo = KU & (x0 = KX, yO—r—kyE,)@(k— %,r ———)+y)

MF2 = €.MH? & (x - ¢)?2 + y? = €2.x2. On dérive par rapportia

VY + (X=X = .xX,dolyy = &xx — X (X—-C)

EM.ET = (X0 — ©).(=0) + Yo = (X0 — )(=C) + Yo(Yo — 2y) = ... = 20X + € + X5 — X2 — €% + 2%C = 0.
Donc FM) L (FT)

2.2 D’apres la cefinition bifocale des coniques centre (ie ellipse, hyperbole)
2.2.1 Casde l'ellipse

Théeoreme
La tangente en un poiMl d’'une ellipse& de foyersF, F’ est la bissectrice extérieure issueMealu
triangleMFF’, et la normale est la bissectrice intérieure.

preuve
NotonsU = etu — BN EM (ainsi, on a MF = FM.U etMF’ = FPM.U. Or

M€8=> FM+FM 2a Doncenderlvant
Y
dFM _>d—u dF |v|—> —>du

U+FMGr+ dt_) a0 .
CommeF M.% = F’M.ddl: =0,onen déduitO";—tM.(ﬁ +U;) =0, commedZ—tlvI dirige la tangente en

M, etd + U dirige la bissectrice intérieure issue Medu triangleMFF’, on a le résultat énoncé

2.2.2 Casde I'hyperbole

Théeoreme
La tangente en un poitd d’'une hyperboleH de foyersF, F’ est la bissectrice intérieure issue Medu
triangleMFF’, et la normale est la bissectrice extérieure.



preuve
Idem avecH = {M/|MF — MF’| = 2a}

3 Constructions particulieres des tangentes

3.1 Paraboler

Le théoréme suivant nous donne une méthode pour camstauiangente (et la normale) en un pdiht
de la parabole.

Théoreme
SoitM € P, H = proj, »(M). Alors la tangente eM a® est la médiatrice deHM], et la normale etM
est la parallele aHH) passant paM.

preuve
Un vecteur directeur de la tangente Mit) € P estd (%, 1), H(-5,t), F(5,0) Onadonc :

T.HE = (%, 1).(p,-t) = 0, d’ou (7 ) L (FH). De plus, par définition de la parabole, ol = FM,
doncM € med[HF], d’ou le résultat.

3.2 Ellipse&

Théeoreme
SoitM e & distinct des sommets. Alors la tangent€®, a) enP € C(O, a) de méme abscisse qi
coupe l'axe focal emtel que7 p( = (Mm).

preuve
On aP(acosf), asin(t)), M(acost), bsin()), m(k, 0), OP = (acosg), asin()),
Pm = (k — acost), —asin()), doncOP.Pm = (k — acos) (acosp) + (-asint)(asin()

= —a(sin(t))? - az(cos(t))2 +kacos) = 0 d'otik = &5 = M(z3y. 0) doncmappartient &y, car
.acost
AviE . XXm , YYm cost
Verlﬂe.?'l‘v—T—l

3.3 HyperboleH et ses assymptotes

Théeoreme
SoitM € H. Alors la tangente & enM notée7 , coupe les deux assymptotesieet v symétriques
par rapport aM.

preuve
Les deux assymptoted; et A, ont respectlvement pour équations by ety = g
SOItJEﬂlﬁTMﬁ( Wo a2—1y———x)<:>( Mo | az_]_y—__x)

Yoa+Xph
< (X( 02b 1 ) y y0a+x0b)
SoitJe A NTy & (-8 + 20 =1y=2x)...
- . X + X -
On vérifie ensuite que% = XM ety'LZyJ = ym, donc queM = milieu[l J]



