Expos 49 : Definition de I'ellipse, @onetriquement et par
equation eduite. Equivalence entre ces dewfiditions.

Prérequist : -Projection orthogonale
-Calcul vectoriel
-Calcul de distances
-Symeétrie centrale et axiale
-Barycentres

MA
-Ligne de nivea =k
ig e niv UM_B

Cadre de I'expo®: (SD,?))) plan dfine Euclidien

1 Definition géométrique de l'ellipse

1.1 Définition
Définition : soitD c P, F € P\ D eteun réel tel gue & e < 1. On appelle ellipse de foyér, de
directriceD, et d'excentricitée, 'ensembleS(F, D)={M € P, MH = e}, ouH = proj, p(M).

Définition : la droite A perpendiculaire & passant paF est appelé axe focal @& On note
(KiI=DNA

1.2 Sommets

Proposition :I'ellipse & coupeA en deux points distinctd et A’ qui sont appelés sommets 8eDe
plus,A = bar{(F; 1), (K, e)} etA” = bar{(F; 1), (K, -€)}

. MF
preuve: soit{K}=DNA.MeENA & MK = €€ MF2 = MK?2

— —_ — — L,
doncM e EnA & (MF + eMK).(MF — eMK) = 0; or ces deux vecteurs sont colinéaires Mag A,

— —_— — —_—
doncM e ENA= MF +eMK = 0 ouMF —eMK = 0.
Onadonc montré qusl e ENA = M = bar{(F; 1), (K; e} ouM = bar{(F; 1), (K; —-€)}
Inversement, soierk = bar{(F; 1), (K; e)}, A’ = bar{(F; 1), (K; —€)} (A, A’ existent bien cae # 1,

N — — —_— — —_— —
e+ —1), douAF + eAK = 0 etA’F —eA’K = 0, donc AF + eAK).(AF —eAK) = 0,doncAe ENA O
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1.3 Synetriede&

Proposition : A et la médiatrice\’ de [AA’] sont axes de symétries de Le pointO = m[AA’] est
centre de symétrie de.

Définition :A’ est appelé axe focal d& etO le centre deS.
1.4 Construction point par point
Soit&E(F, D, €) et soientM, M’ € & tels queH = projperpo(M)=proj, »(M’)

Proposition : soit Gy = bar{(F; 1), (H, €)} etG, = bar{(F; 1), (H, —€)}. Alors M, M’ € C([G1G>])

G,

—_— — — —_— — —
preuve: M € & & MF = eMH © MF2 - eMH? = 0 & (MF — eMH).(MF + eMH) =0
—_— —_— —_
doncM e E & (1+eMG1(1-e)MG, =0 MG1.MG, =0 e M e C[G1G7] O

1.5 Deuxieme couple (foyer, directrice)

Soit&E(F, D, e) de sommet et A, etO le centre de I'ellipse.

Proposition : soitF’ et D’ les symétriques dE et D par rapport 2. L'ellipse & coincide avec I'ellipse
&' de foyerF’, et de directriceD’, et d’excentricitée.

>
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preuve: on utilise la propriété de la symétrie de cerre

2 Deéfinition de I'ellipse par équation réduite

Proposition : soitE une ellipse de foyeF, de directriceD, et d’excentricitée. Alors il existe un repere

2 \2
orthonormé, et des réedsb dans lequel I'ellips& a pour équation 5—2 + é =laveca>b>0

Définition : on appelle cette équatioaguation reduite de&



preuve: soientA, A’ les sommets dé& et O le centre de&S (ie O = m[AA’]). On poseOA = OA’ = a,

P~
. R . > . — OF

¢ = OF. On considére le repére orthonorn&?,_f) tqg. OF = c_|>, ie 7 = —

IOF|

AF +eAK = 0 . OF + eOK = (1+ €)OA . OF €OA
OA = eOK

doncc=0OF =eOA=ea
AF +eAK = 0 OF — eOK = (1- )OA’ OK
R o , _ a? a
Dans le repered, i, j), la directriceD a pour équatiorx = ? (carD passe paK((—a, O)etD L A),

2 \2

doncM(x y) € & © MF? = €MH? & (x-c)? + y? = (X — —)2 e.e X— + é =1 avec

b? =a? - ¢? O
Conséquences : -L'équation réduite permet d’étabirdymétries déterminées en premiere partie.

-On obtient un tracé précis de I'ellipse en considérarfohctiony = + Va2 — x2
avec0O< ¥ <a

B(0;b)

A’(a;O)K:yA(B;O)

B(0;-b)

_ _ 5 — . 3 1
Exercices soit (O,_I>,_j>) un repere orthonormé) : 2x+y =1, F(-1;-1) ete= >
Quelle est I'equation réduite d&D, F,e) ?

3 Equivalence entre ces deuxé&finitions

Théeoreme: dans un repere orthonorma])(l , ) la courbeS d’ equatlong + ﬁz =laveca>b>0
a
est une ellipse de foyd#( Va2 — b?; 0) de directrice associé® : x = ———, et d’excentricité
Va2 — pP
a2 _ b2
e= ——
a

2
c a .
preuve: posonsc = Va2 — b?, ete = > doncF(c,0) etD : x = s On reprend le méme calcul que

dans la démonstration précédente :

X2 2

SOitA = (M(X,y) € P, = +§ = 1}. Alors on montre queM € A = M € E(F(c,0); D : x = % e= —)
2 \2

Inversement, on avu qud(x,y) € & = M(X,y) tq X 5+ é =1,ieM € A. Les deux ensembled et&

sont donc égaux. m|

4 Définition bifocale de I'ellipse

Proposition : soitF,F’ € Ptq. FF’ = 2c,a€ Rtg.a> ¢ > 0. Alors{M € P, MF + MF’ = 2a} est
I'ellipse de foyerF etF’

w
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Application :construction point de par points de I'ellipse définie piF + MF’ = 2a. |l suffit de
prendre les points d'intersection de deux cercles de cénétd=’ et de rayor etl’ tg. | + I” = 2a, et
ILI"e[a-c,a+c](iel +I" = AA ; remarque a = OA, c = OF doncc < a)...

M éthode du jardinier : construction point par point d’'une ellipse a I'aide d'warde et de ses deux
foyersF etF’. On prend une ficelle de longueus,dixée enF etF’...

remarque
-sia = b, on ne parle pas d’ellipse, car on a un cercle €t0, donc directrice rejetée a I'infini
. . ~ . . n — . —> .
-et sia < b? On échange le rble deetb, et on fait une rotation ds (1 devientj etinversement).



