Expo% 48 : Ellipses dduites d’'un cercle pafimite orthogonale.
Applications.

Prérequis’ :

-Définition et propriétés des projections et symétries
-Définition et propriétés des application&imes
-Définition des cercles et ellipses par équations reduit

pa . R H — . .z
Cadre de I'expo% : Soit& plan dfine euclidien,& espace vectoriel associé.

1 Rappel sur les #finités orthogonales

Définition : soit D une droite du plan, é € R*. L'affinité orthogonale de bage et de rappork, notée
fpk est 'applicationf: E — E telle quep(M)M’ = k.p(M)M, ot p(M) = p,.p(M)
M > M

remarques:

— on excluk = 0 car alorsf est une projection (pas unéiaité car pas bijective)
—sik=1,f=1d

— sik= -1, f = sp (réflexion)

1
exemple k = >

N M|

p(N) p(M) p(K)

Théoreme 1: fpk est uneapplication affine, d’application linéaire associéekld + (1-K.7P

preuve: soit M’ = f(M), N’ = f(N). On chercha? tel queM’N’ = Z(MN)

MN"=M’ p(M)+p(M) p(N)+ P(N)N'=—kp(M)M+p(M)p(N}+kp(N)N= .
K.(M p(M3+p(M) p(NJ + p(M)N)+(1 — k) p(M) p(Nj=kMN-+(1 — k) B(M N):(kld"‘(l - KB)(MN)

Donc fpk est une applicationfine, d’application linéaire associge=k.1d + (1 - k). B O
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rem:
1. B(MN) = p(M)p(NJ (p projection)
2. M'N’ = KMN+(L — k) p(M)p(N3 et p(M)p(N) = M'N’ si (MN) || (D)
doncM’N’ = MN si (MN || (D)

Proposition :
(i) f bijectvee k#0etf!= DL
(i) sik# 1, Fix(f)=D

Expression analytique: p(M)M’ = k.p(M)M d'ou p(M):( 0 )et M/:( o )

0 y =ky
M [=)
M ()
3
= p(M)

1

2 Image d'un cercle par dfinité orthogonale dans le plan

Théoreme 2;

1. Limage d'un cercle par undfnité orthogonalel # 0) est une ellipse
2 \p2
2. Toute ellipseS d’équation redunea—2 + é =1 (a > b) est 'image de son cercle princip@l,

(resp. son cercle seconda@g), d’équationx® + y? = a? (resp.x* + y* = b?) par I'affinité
orthogonalef de baseQx) (resp.[Oy)) et de rappori}l (resp.2).

preuve:

1. (a) S0itQ(X0, Yo), C 1= C(Q R) : (X — X0)? + (Y — Yo)? = R?

Soit fp : E - E avecM’:( y)’(—zkx )
M(xy) = M(X=xy =k B
Alors fpi(C) : (X - x)? + ()% ~Yo0) = R,
. X —%X0)? (% —Yo) . .

d'ou fpk(C): ( szo) kR2k2 = 1 (bien une ellipse)

2. (b) sOitCa : X* +y* = & et fig,) b E — E

M(xy) +— M(X=xy=y2

2 & o
flox.2(Ca) & X + EY' =a
X/2 y/2
f[ox)’g(Ca) . ? + F =1, doncE = f(Ca)

O

rem : preuve pas finie en (a) : cela montre juste que tout peigte&st envoyé sur une ellipse. Mais rien
ne nous dit que cette ellipse est entierement décrite...



3 Applications

3.1 Construction d’'une ellipse point par point

On construit les cercles principa@q, Cp puis un point queclonqu# surC,. On trace la tangente a
Ca enM; cette tangente coup®k) au pointK. SoitR = (OM) N Cp. Soit D1 la perpendiculaire &dy)
passant paR. SoitD; la perpendiculaire &¥x) passant paM. Soitn € D1 (N D».

Alors N € &, et NK) = T g (tangente & au pointN).

OR b SN — b—
preuve: par le theoreme de Thales—=—=—, doncSN = —SM
BE— OM a sM a .
Donc par le théoreme 2-b, le poiNtappartient a I'ellipse d’équation :; + é =1,
f[0x),g . M N donc MK) — (NK).
~ K
Or (MK) est la tangente @, en M, donc (NK) est la tangente & enN m]

rem : peut-étre faudrait-il détailler quéiaité conserve le contact

3.2 Projection orthogonale d’un cercle sur un plan

Proposition : le projeté orthogonal d’un cercle de rayBret de plan[]; sur un plan[] non
perpendiculaire a]; est une ellipse de demi-axBset Rcosg, oud est I'angle géométrique dg et

Hlv RS [09 g[

D

preuve: on fait une rotation vectoriell@ (6, A), puis une &inité orthogonalef (A, k). SoitB € C1,
B¢ A, soitP, = foT,dou:

P,: Ct » C —» &
O » O »-» O
A » A b A
M » M —» M
B - B ~ B



KM KM KM coso
= 7 = = =
Rapportk = ?k KM~ KM, KMy
Limage & deC; parP, estI'ellipse de demi-axeSA = Ret OB = OB’ cosf = Rcost

4 Complements

4.1 Terracher



