Expos 46 : Reflexions et rotations de I'espacdfé sur les
distances, les angles...Applicatianbaction sur les
configurations usuelles.

Prérequis' : -Rotation et réflexion dans le plan
-Barycentre
-Orientation de I'espace
-Projection orthogonale
-Plan médiateuP(ag) = {M € &, MA = MB}

Cadre de la lecon: (8,3) espace fline euclidien de dimension 3.

1 Reéflexions et rotations de I'espace

1.1 Reéflexions de I'espace

Définition 1 : soit® plan de&. On appelle réflexion de plaf la transformatiors: & — & tq:
M - M

—_— —> .
MM’ = 2MH ouH = projp_ (M)

M

pave

s
M

Remarque: so s= Ild (ie la réflexion est involutive)
Proposition 1: le plan® ainsi définit est le plan médiateur d&lM’], ie P = {X € &, XM = XM’}

preuve: soitX € £, X # H, donc HX) L (MM’) carH = proje_ (M). Or MH = MH’ donc
(pythagore)X appartient au plan médiateur dd M’], idem pour deux autres points distinéts et X,
(de plus le plan médiateur est de dimension 2, tout corfindonc® est le plan médiateur de
[MM] O

1.2 Rotations de I'espace

Définition 2 : soit A une droite orientéd] € R. La rotation d’axeA et d’angled est I'applicationra g :
& — & 1tg.siPw estle plan passant pM et orthogonal &, en notantA N Py = {m}, alors
M - M

M’ = Rng(M) ol Ry est la rotation de plafy (Pw orienté compatiblement aveg, de centrem et

d’angleé.

1Tapé et présenté par Gwendal a Bordeaux IV |©13/2007, corrigé par M.P. Réalisé avétgX, Inkscape pour les dessins.
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Remarques: -onadonanM’ = mM et (MM, mM’) = 6[2x]
-0=0[21] ©rpp=1d
-sif # 0[2r] alorsryg(M) =M & M e A
(ie sir # 1d, 'ensemble des points invariants pacoincide avec laxe de rotation)

1.3 Propriétés des éflexions et des rotations
. - s — - —
Lemmel:soit3: E=PaoPt — E etT: E=Ple — &
U-T+® ~ G- VTR > BT@)
. . e — . , —
ouTy est la rotation vectorielle d’angkedans le plan vectorief = AL, orienté par sa normal&.
Alors les applicationss etT sont linéaires bijectives (ce sont donc des automorphgsme

Sl

Theoreme 1:

(1) sp etra ¢ sont des applicationgfenes bijectives, de parties linéaires associBe= T définies
ci-dessus.

(2) Ces applications conservent le produit scalaire, legdeatres et I'alignement. Elles transforment
une droite en une droite, un plan en un plan, et conservatii¢igonalité et le parallélisme des droites
et des plans.

(3) Ces applications sont des isométriestielles conservent donc les aires, les volumes, les angles
nons orientés de vecteurs.

(4) Ces applications conservent les angles nons oriestésateurs.

N

ANy}

N

preuve: (1) soit (M, N) € &, notonsM’ = sp(M), N’ = sp(N), | = m[MM’] € P etJ = m[NN’] € P.

Alors MN = Mi+13+IN=I + 0 oUW, := 1d € P etlp = Ml + IN ¢ #L.0nadonc :

B(MN)=0, - W=1J — (M + IN)=1J + (Ml + IN')=M’'N’=5(M)S(N}, or'2 est linéaire, dons est une
application #ine (de méme poun.

(2) soitT = MN=t+l € P & PL etV = ST=W+W e PoPL. Ona
MN.ST=3(MN)3ET)=@ - B).(% - B)=TR+THT, et

MN.ST=(T, + B).(V} + V3)=0, V,+ 1.3, d'oli conservation du produit scalaire.




n

SOitG = bar{(As. a); .. (An.an)), alors y_ &.GA = 0, donc3() a.GA = 3(0)=0=) a 3(GA)
i=1 i=1 i=1

. ya e . n % ~ . .r ’ .

par linéarité dés, ie Z 8.G'Al = 0, d’'ou conservation du barycentre (les propriétésasuas en
i=1

découlent).
(3) Par conservation du produit scalaiml*N’>=M’N’.M’N’=MN.MN=MN?, etc.

_— — — —_— —— —
(4) NB'.NC'=ABAC o A'B.AC’.coA'B, NC')=AB.AC.cos(AB, AC) &

—_ —— — — , . . s -
cos(A'B’, AC’)=cos(AB, AC) = donc I'écart angulaire entre les vecteurs est bien coaggwaleur
absolue des mesures principales). Méme preuves pourti®ns. m|

Théoreme 2:

(a) La composésp o spr de deux réflexions de plamdet £’ sécants suivant une droiteest une
rotation dfine d’'axeA et d’angled = 2(P, #’)[2x]

(b) Toute rotatiorr, ¢ d’axe A se decompose (d’une infinité de fagons) en produit de deflexions
spr o spavecP NP’ = A, tels que P,#’) = §[x] (ol #’ choisi arbitrairement).

Remarque importante : on peut trés bien construire I'e@ngrement : d’abord réflexions, puis ses
propriétés, puis comme la rotation peut-étre déeco@d@a@n produit de deux réflexions, c’est bien une
application #ine bijective, c’est une isométrie, plus propriétés, etc

2 Applications

2.1 Isonttries laissant globalement invariant un étraedre régulier

On noteg le groupe des isométriestimes, laissant globalement invariant le tétraédre régn admet
gu’une isométrie appartient@ sisi elle laisse I'ensemble des somméts= {A, B,C, D} globalement
invariant.

SoitS({A, B, C, D}) le groupe des permutations de I'ensemble a quatresedltsi\, B, C, D}. On vérifie
facilement que l'applicatiop: G — S({A,B,C,D})
A B C D
f -
f(A) f(B) f(C) f(D)
est un homomorphisme injectif (ie monomorphisme) de grsugendg| < [S{A, B,C,D})| = 4! = 24,
Il existe donc moins de 24 isométrie laissant globalemmrariant le tétraedre régulier . Montrons gu'il
en existe exactement 24, en les exhibants.

A A
C D’
M
B’ A
m
(0]

-Lidentité laisse clairement le tétraedre invariant.
-Si Gp désigne le centre de gravité 8D, on vérifie que la droiteAGa) est perpendiculaire au plan



BCD. Or ce triangle est équilatéral, donc les rotatiog]% et r’A’,z,r conservent le tétraedre. Le tétraedre

3
possede 4 faces, donc on trouve ainsiZ4= 8 rotations.

-Sil = m[AB] et J = m[CD], le plan médiateur deAB] estICD (carl, C, D non alignés, et équidistants
de A et B). Le tétraédre est donc invariant par la rotation d’ax® et d’angler (retournement autour
d'une bimédiane). Il y a trois bimédianes dans le t&ragdonc 3 retournements ainsi décrits. On a
trouvé ainsi 12 déplacements qui laisse globalementiavile tétraédre.

-Le planICD est le plan médiateur deAB], la réflexion par rapport au plarCD conserve donc le
tétraédre. En composant cet antidéplacement avec ldédlacements trouvés précédement, on obtient
12 antidéplacementssicp, Sicpofri, i = 1...9 our; sont les rotations trouvés préecédemment. Ces transfor-
mations sont bien des isométries conservant le téteaetsont diérentes des 12 rotations précédentes
(car ce sont des antidéplacements, par composition dptadément et d’'un antidéplacement). On les
appelle des antirotations (ou symétrie-rotation).

remargue : on peut lister plus précidement les antidéplacemenrsa: montré que la réflexion par rapport
au plan médiateur d'arréetéB] conserve le tétraédre. On trouve ainsi 6 réflexions exast le tétraédre
(car 6 arrétes dans le tétraedre), et ces réflexiorseiati points fixe du tétraédre. De plus, I'antirotation
(qui est un antidéplacement) de cerfired’axes (qui est une bimédianey, o N (cf. figure) conserve
le tétraedre, et envoiéd(B, C, D) sur B,C, D, A); de méme pous; o N qui envoie A, B,C, D) sur
(D, A B,C). Cet antidéplacement n’est donc pas une des 6 réflexionsés (car pas de points fixes).
On trouve ainsi 6 antirotations (trois bimédianes, deudesde rotations possibles).

Résune: les 24 élements du groupe du tétraedre régulier sont :

12 déplacementdrotationsr;) :

— l'identité

— les huit rotations autour des quatres hauteurs et d'af@e

— les trois retournements autour des bimédianes (rotdteanglern)

12 antidéplacementysicp o Ii, i = 1...n) :

— 6 réflexions selon les plans médiateurs d’'arétes

— 6 antirotations (symétrie-rotation), d’'axe les troimbdianes, d'angle:5

3 Complements

3.1 Tetraedre régulier

preuve(y st NJECTIVE) : SOit f, f deux isométries laissant globalement invariants ledglre réguliers,
telles quef(A) = f'(A), f(B) = f’(B), f(C) = f’(C), f(D) = f’(D). Or (A, B,C, D) forme un repere de
I'espace (4 points non-coplanaires),fef’ sont dfines, donc comme elles sont égales sur un repére
affine (de I'espace), elles sont égales sur I'espace toutretitiec f = f/, ety est injective. m|

Il'y a un probleme dans la lecon : dans I'application, orepde déplacements et d’antidéplacements.
Il faudrait donc montrer que est un déplacement (ie conserve l'orientation des anglentés) etsun
antidéplacement (ou peut aussi définir autrement leladéments) :

-un endomorphism? d’'un espace vectoriél estorthogonal s’il conserve le produit scalaire (on note
alors f e O(E), ouO(E) est le groupe orthogonal).

Proposition : f isométrie sisif e O(E)

Définition 1 (déplacement) : une isométrieest un déplacement?i € SO(E) ie si f est de déterminant

1. Les autres isométries sont des antidéplacements.

Il est alors clair (avec cette définition), qu'un déplaesinconserve tout angle orienté de droites ou de
vecteurs, car I'action sur un angle ne dépend que de laepenréiaire qui est ici orthogonal directe.



Définition 2 (déplacement) : une isométrfeest un déplacement si elle conserve tout angle orienté de
droites ou de vecteurs.

. — -
Dans une base orthonormale bien choisiéx, y,2) et f (U) = U'(X,Y,Z) :

Ecriture matricielle d’'une rotation vectorielle de I'espad’axeD et d’angled (rotation dans le plan des
. . - , . .
deux premiers vecteurs de base, fixe daggle determinant est 1, donc c’est un déplacement) :

X cosy —sing 0][x
y|=|sing cose Of|y
z 0 0 1|z

Ecriture matricielle d’'une réflexion vectorielle de I'esye (reflexion par rapport au pl&hengendré par
les deux premiers vecteurs de base) (le déterminant esdbrat,c’'est un antidéplacement) :

0 SM

Ecriture matricielle d’'une anti-rotation vectorielle Qoiuit de la rotation d'axd—:;, dangled, par la

réflexion selon le plan orthogonafﬁ ie plan des deux vecteurs de base) (symétrie-rotatiemleterminant
est -1, donc c’est un antidéplacement) :

X/
y|=
4

X cosy —sing 0][x

y|=|sihng cosp O]y
z 0 0 1|z

Alternative: il est toutefois possible de trouver les 24 isométrieasgzarler de déplacements et d’'an-
tidéplacements : on montre qu’il y a moins de 24 isomtriesgxhibe les 12 rotations (et on montre qu'il
n'y a que ces rotations-la), on exhibe les 6 réflexions f@nontre qu’il n'y a que ces réflexions-la), de
méme pour les antirotations (plus dur a exhiber).
Exemple (réflexions) : soip une réflexion laissant globalement invariant le tétraed
— SiA— A alors :
— siB — Aexclu cars bijectif
— siB— Balors AB) € P et :
— siC — C alorss = Id (exclu)
— siC — D alors® = P[cp; doncP = ABGa
— siB — C alors® = P[gc] donc® = ADGp
— siB — Dalors® = Pgp; doncP = ACGa
— siA— Balors? = I1CD oul = m[AB]
— SsiA — Calors® = BDM ou M = m[AC]
— siA — Dalors = BCN ouN = m[AD]
On a donc montré qu'il exite 6 réflexions laissant globaatrinvariant le tétraedre régulier (et pas plus).

3.2 Divers

preuve(THEOREME 2) : SOItP etP”’ sécants er, M € E, N = sp(M) et M’ = so(N). Le planmy passant
par M et orthogonal & coupe® enD, £’ enH etA enH, et 'on aN = sp(M), M’ = spr(N) ou sp et
spr sont les réflexions planes d'axes respedifet O’ ; si g est une mesure d&X 9’) dans le plan
orientémy, on sait quesy o Sy est une rotation plangy » de centreH et d’angled. Donc on passe de
M a M’ par la rotation de I'espaag .

Réciproque : siy ¢ est une rotation donnée de I'espace, pour tout couple as §a®’) qui sont
sécants en, et qui font un angle de mesuge on aspr o Sp =y €n vertu de ce qui précede, ce qui
démontre la réciproque. m|



Autre définition possible de la réflexion :

Définition 1’ : soit® plan de&. On appelle réflexion de plaf la transformatiors: & — &tq :
-elle laisse invariant chaque point e
-Au point M ¢ P, elle associe le pointl’ tel que® soit le plan médiateur d&VfM’].

3.3 Plan nmédiateur

Proposition-Définition : soit A, B distincts dansS. Alors il existe un unique plaf® tel quesp(A) = B.
Ce plan est le plan passant pat m[AB], de vecteur normahB. Il est appelé plan médiateur dag).

Caractérisation : le plan médiateur deAB] est égale &M € &, MA = MB}

A , N T _— -
preuve : grace au théoréme de la médiaWeA? — MB? = 2| M.AB

Régionnement de I'espacesoit A, B distincts dansS. on poseSa = {M € & MA < MB} et
&g ={M e & MA > MBY}. Alors Ep etEp sont les demi-espaces ouverts associ@gglan médiateur
de [AB]) contenant respectivemeAtet B.

preuve : idem par le théoreme de la médiane.

4 Questions du professeur

4.1 Orientation du plan, rotation de I'espace

. . - ’ . % P
Montrer que la rotation (dans I'espace) est correctemefihid” avec un axe orient®( k) et un réeld,
ie que la rotation ne dépend pas du choix du couple de vectigacteurs du plan choisis (ces vecteurs

L, .. . . , . . .. e
étants choisis tels que le plan soir orienté "compatilelethavec I'axeA, ie (U, V) choisis tq. W, V, k)
soit directe).

On se donne une base de dép?rx_(,T()) qui oriente I'espace. L'axa est orienté par le vecteur unitaire
K choisi (comme on veut). Pour orienter correctement le plang I'espace), on se donne deux vecteurs
T etV tel que T, V, K) soit direct, iedet (U,V.,K) > 0 (ou moins proprement, orienté par "la
regle de la main droite”) .

(@75



Soit (U, v') un autre couple de vecteurs directeursehoisis tels queu, v', k) soit directe. Montrons
— —
gue la rotation reste bien définie si le plan est orient&pawvecteurs, ie montrons qdret(—d 7)(u’, V)>0

Soitw = dt + bV, V' = ¢T + dV. On doit donc montrer que ie qael — bc > 0'; on sait que (régle du
produit) :

- - — — = -
det s o (0, ¥, K)=det 5 (0, V. K)*det o (0. V, K)
ac O
e — e
ordet - (U,V, k) > 0 etdet ~ - (U,V, K) >0, doncdet , ,— (/,V,Kk)=det| b d 0 |>0
(i,7.K) (1,7.K) (U.V.k) 00 1

iead — bc > 0.
Donc pour tout coupléd, V) non colinéaires tqd, v, K) direct, le plan (donc la rotation) est parfaite-
ment orienté (donc parfaitement définie).

4.2 Nombres de points caradristiqgues

Une rotation est parfaitement définie par un axe et un aMgés si on ne connait pas I'axe de rotation,
ni I'angle, de combien de points (de I'espace) a t-on besour parfaitement définir la rotation ?

Dans le pla : on a besoin d'au plus 2 points
Dans l'espace : soi¥l € &, r(M) = M, r(M’) = M”
— siM # M’ deux points sfiisent

— siM” = M trois points sffisent etc. (dessin)



