Expos 40 : Applications du produit scalaire et du produit
vectoriel dans I'espace orignt calculs de distances, d’aires, de
volumes, d’angles...

Prérequis' :

-Définition et propriétés du produit scalaire et vectbri
-Vecteur normal a un plan

-Projection orthogonale

Cadre de la lecon

. .y . , . . - . .y .,
Soit& espace fiine euclidien orienté (de dimension 2 ou B)espace vectoriel euclidien associé. On se
place dans un repére orthonorme.

1 Calculs d’angles

Proposition 1.1

() cos{@. V) = iy (i) Isin(d, V)l = ‘Gt

preuve
(i) soit immédiat avec la définition du produit scalaire fEacosinus, soit% = |cos{U, V)| d’ou

vV =Vl cos@, V)L or UV =T.(V _V +V) =TV dot TV = [TV cosT@, V)
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(ii) immédiat par la définition géométrique (voir 4) deogluit vectoriel

2 Calculs de distances

2.1 Distance entre deux points

SoientA(Xa, Ya, za), B(X&, Y8, zs). Alorsd(A, B) = [[AB]| = yAB.AB = (X — Xa)2 + (Y& — Ya)2 + (Z — 2)?

I’exposé a été présenté (et tapé) a Bordeaux(1) /2005 par Gwendal Haudebourg, et a été corrigé par M. Ce Mis
jour le 0602/2006




2.2 Distance d'un pointa une droite
Définition
On définitd(M, D) = inf {(MM’, M’ € D}

Proposition 2.1

—

(i) d(M, D) = MH avecH = proj, (M) (ii) d(M, D) = % ol D(A, V)
1V % D

preuve 2.1

(i) d(M, D) = MH et MH = AM.|sin{V, AM)| = AM gwmcMmewMI

2.3 Distance d'un pointa un plan

Définition

Soit® plan, A € £.0n définitd(M, P) := inf (MM’, M’ € P}

Définition N

SoitT vecteur normal d&, A € P, alorsP(A, 1) := {M eEAMT = 0}

Proposition 2.2

(i) d(M,P) = MH ot H = proj, »(M) (ii) d(M,P) = 'A%F' Ol est un vecteur normal ét e P

(intéressant uniqguement si le plan est défini par un vectetrmal et un point).

preuve 2.2
(i) Pour toutB € £, MH? + HB? = MB? par pythagore, d'oMB > MH, doncMH est la distance
minimale deP” aM

(i) IAM R = IMAR| = MH.|[R|| d'ot MH = ﬁ%ﬁ
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Proposition 2.3
Soit plan® est défini par trois pointa, B, C. Alors :

— —
IAM.(AB A AQ)|

d(M,P) = %
IAB A AC)|

preuve 2.3
On a :AB A AC est un vecteur normal au plah(plan défini parA, B etC).

Corollaire
Si P est définit par trois point, B,C, on a :Pasc) = {AM.(AB ANAC) = O}



preuve (CoROLLAIRE)
— s — .
Ona:Pasc = (M € & d(M,P) = 0} = {AM.(AB AAQ) = o} d'apres prop. 2.3

Application du Corollaire
SoientA(1, 0,0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1). Donnez I'equation d®agc.
—_— — — }

) —_— s —
SOitM(X,Y, ) € Pagc. OF Pagc = {M € & AM.(AB A AQ) = 0} _ {M € &, det(AM, AB, AC)
={Meétgx—-1+y+z=0}. DoncP : x-1+y+z=0.

Remarque
Si P est défini par une équation cartésiefheax + by + cz+d = 0, (@, b, c) € R3, alors :
dM. ) = |ax + by + cz+ d|

Va2 + b? + c?

preuve 2.4
Soit M(x,Y,2) € &, A(Xa, Ya. Za) € P (ie axa + bya + cza + d = 0), etTi(a, b, ¢) normal &P.
AMT = a(x— Xa) + b(y — ya) + ¢(z— za) = ax + by + cz+ d d’ou le résultat par 2.2 (ii)

3 Calculs d'aire et de volumes

3.1 Calcul daire

Proposition 3.1
(i) Soit ABCD un parallélogramme. AIor§(ABCD = ||AB A AD|| ||A_) EH
(i) Soit ABC un triangle. AlorsAagc = §||AB A AC||

preuve 3.1
(i) A = AB.HC = AB.BC.|sin(BA.BC)| = |IAB A BC|| |AB A AD| = ||AB A (BA + AQ)|| = |IAB
(ii) découle directement de (i) (demi-parallelogramme)

A H B

3.2 Calcul de volume

Proposition 3.2

(i) Soit ABCDEFGH parallélépipede’, = |AF.(AB A AD)|
(i) Soit ABCD tétragdre:V; = |AD.(AB A AC)|

preuve 3.2
|A F ( A _D>)| —  —
(I) (Vp = Apscp.FK or FK = d(F, PABD) e ——r— et Aasco = ||AB A AD|| donc
IAB A AD||

—_— — =
YV, = |AF.(AB A AD)|
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(i) Vi = 3Aapc.DH or DH = d(D, ABC) = ] etAasc = 5[IAB A AC|| d’ou

-y
Vi = §|AD.(AB A AC)|

4 Compléments et rappels

4.1 Norme-Produit scalaire

Définitions (NoRME-PRODUIT SCALAIRE)

Norme : soifd un représentant d&B. Alors I[d]l := d(A, B) = AB (la norme ne dépend pas du
représentant choisi).

Produit scalaire T etV € P. On appelle produit scalaire @ et V, le réel notéd v, défini par :
UV = 3(d + VI - [UIR - V]2

4.2 Produit vectoriel
4.2.1 C[efinition classique

Définition (Propuit MIXTE)

Soit E I'espace vectoriel orienté de dimension 3. On définit ledpit mixte ded, V, W (noté
[U,V,W]) par [4,V, W] := detg(T, V, W), oli B est une base orthonormée directeke.e produit
mixte est indépendant de la b.o.n Bechoisie.

Théoreme-Cefinition (PrRoDUIT VECTORIEL)

Pour tout couple de vecteur, V de E, il existe un unique vecteWV tel que pour tout vecteiw de E,
ﬁ

ona:[U,V,W] = V.W. Ce vecteur est appelé produit vetorieldet V, et notét A V.

4.2.2 [efinitions plus geométrique

Définition (ProbUIT VECTORIEL)
. ., red . .
SoienfU etV deux vecteurs non—collnealresﬁe et k un vecteur unitaire normal@(Uu, V) orientant

P(U, V). Alors T AV := [[TILIVII. sin(d, V) K

Définition (PropulT VECTORIEL TERRACHER)

SoienfU etV deux vecteurs d&. On appelle produit vectoriel d8 parV, le vecteur notal A V
défini ainsi :

-lorsquet etV sont colinéairesg AV =0

-lorsquet etV ne sont pas colinéairesi, AV est orthogonal @l etV (direction) ; U, V, U A V) est
une base directe (sen§)i; A V|| = |[U|l.IIVl.sin{d, V) (norme).



4.2.3 Proprietés du produit vectoriel

Le produit vectoriel est bilinéaire, antisymétriqudaeahée.
Dans lab.o.n{, _j)_k>) ouu(xy, z)T/’(x Y.Z), ona:
=0z - )1 + (X2~ Xf)J + 0y - yX)k
7T

S|(|,J,k)bond98 alorsi A j —k,j/\k— LA

it
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4.3 Exercices
0]

A
Rapport entr@(ABc etﬂA/B/c/ ?

—_— — — — —  — — -
ona:ABAAC = (A’B+ BB’)/\(A’A+A ') = (BA+2BC) A (2BA+CA) = (3BA+2AC) A (2BA+CA) =
3BAA CA+ 2AC A 2BA = 3BA A CA+ 4BAACA=7BAACA

1A B 1~ 7 =3 AR » AR
doncAxge = SIAB A AC/ = 3IBA A CAll = ZIIAC A AB|| = 7Aasc



(ii)

SoitG isobarycentre dé, B, C. Relation entreﬂBC Iongueurs des cotés et distanceGlaH ?
GH = 28GR + GB + GQ = 0 doncAQ = §AB + IAR, A = —||Aﬁ A AB|

Ansc 2AnBC

= %nﬁ A AB|| = etGH = =2
On peut faire de méme en projetant G $BE€]J et [AC].

4.4 Questions

(1) Pourquoi a t-0iA paralielogramme = AB.HC ?

Parce que I'on suppose que l'aire d’'un rectangle®d&sBC, puis on découpe le parallelogramme en
rectangle de méme aire.

(2) Pourquoi a t-o1V parajielepipede = Aascp-FK ?

Par le méme principe que ce qui précede : on découpe ddiglapipede de maniére a obtenir un
parallélépipede rectangle (boite d'allumette) demma&olume.

(3) PourquotVieraedre = %ﬂABc.DH ?

Pour le tétraedre, c’est beaucoup moins évident : sdi¢ omontre par intégration (en se ramenant au

cas simple de la figure (*)) ; soit en découpant le tétragelr en se ramenant a un parallélépipede (ce
qui n’est vraiment pas évident a voir).
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(4) Application des formules sur les angles :
Soientu (x,y), V(X,y') vecteurs d®2. T AV = (x,y,0) A (X, Yy, 0) = (0,0, xy — Xy).

XX+
cos(U, V) = W
. - yX . R S
|sin{d, V)| = Xy~ ¥X| , donc si on se place dans un repéffina non orienté, on a:
. -yx : s :
sin(d, V) = y (ie on pourrait tres bien donner la formule avec le sinus $analeur

absolue, a condition de se placer dans un repere non@rig¢nt



