Expos 3 : Codficients bidomiaux, nombrement des
combinaisons, formule du bbme. Applications

Prérequis’ :

-Notions d’ensembile fini

-Cardinal

-Définitions degp-arrangements d’'un ensembfede cardinah
-Raisonnement par récurrence

1 Combinaisons

Définition 1

Soit A un ensemble fini. On appelle combinaisonpeléments deA (ou p-combinaison) toute partie
de A ap éléements.

rq : la partie {a, b} =la partie {b, a}

Théoreme 1
Le nombre dep-combinaisons d’un ensemblenléments se not@f (ou (n, p)) et se lit "nombre de
combinaisons de parmin”.
p_ n!
"7 pli(n = p)!
p!(n - p)!

preuve
SoitCP 'ensemble degp-combinaisons deAd, aveccard(A) = n
Soitd I'ensemble des p-arrangements. ée

|
ldi = G k o) (Id| est souvent not&f ; dansA I'ordre des élements est irftérents). Or il y ap!
| |
permutations possible des élements darrangement, d'oC}, = ? = —pl(nn. i

Remarque CP = 0, Vp > n (nombre de parties péléments parmm, p > n? Aucune...)

2 Codlicients bindbmiaux

Propri étes
1Hch=Ccl=1
2ych=cyP

3ch+Cit=ctliech+cht=cP,
p_ p-1
4)Ck = och )

preuve

Soit en utilisanCl = soit de maniére plus naturelle :

pi(n—p)!’
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1) Combien y a t-il de parties a 0 élements dasidéments ? Il y en a une seule (celle qui ne contient
aucun éléments) d'ou le résultat

2) A chaque fois que je choisis une partip-&2léments, il lui correspond une parti@a p éléments.

3) SoitE, |E| = n+ 1, a € E fixé. Alors toute partie d& a p élements est soit une partie He- {a} ap
éléements, soita} U Pou|P|=p-1etag¢ P

remarque : La relation 3) fournit un moyen de calculer "decheoen proche” les cdiécientsCl permet-
tant de construire le triangle de Pascal.

Le triangle de Pascal

Les nombres réel8} sont généralement présentés dans un tableau triaregalen est I'indice de ligne
et p l'indice de colonne. Il se contruit de proche en proche gidux valeur<? = Cl = 1 et grace a la
relationCP + CP** = CP*. Ce tableau est appelé triangle de Pascal.

Théoreme 2(ForMULE DU BINOME DE NEWTON)
Siaetb sont deux éléements qui commutent entres eux, Mors N, on a :

n
(@+b)" =) Ckafb"*
k=0

preuve
Soit par récurrence (mais pour cette preuve, il faut carsé& formule avant de la demontrem = 0
évident, on suppose la relation ci-dessus. Puis :

n n n
(@+b)™! = () Crau™ )@+ b) = () Cha™ o™X + (3 Crako™Y)
k=0 k=0 k=0

n-1 n
— (Z Cﬁakﬂbn_k) + (Z Cﬁakbn_kﬂ) + an+1 + bn+1
k=0 k=1

n-1 n-1
— (Z(CE + C5+1)ak+lbn—k + an+1 + bn+l — Z Crlﬁak_'—lbn_k
k=0 k=0

Soit plus naturellement, par le dénombrement :

(a+b)" = (a+b)...(a+ b) les termes du second membres sont de la fafb&X (si on prend a k-fois,
on prend nécessairement b-rk fois)

Le termeaX est choisi dank facteur parmh éléements, il y &, fagon de placer ces éléments, donc le
second membre e3;_, Ckakb"*.

3 Applications

3.1 Jeu de cartes

Soit un jeu de 32 cartes. On appelle main un ensemble de Scarte

(i) Combien y a t-il de mains éérentes ?

(ii) Combien y a t-il de mains a 3 coeurs et 2 trefes ?

(iii) Combien y a t-il de mains & au moins 2 carreaux ?

(iv) Combien peut-on déterminer de mains de 5 cartes canteexactement 1 roi et 2 dames ?
Solutions : (i)ng(ii)Cg.Cg (i) on passe par le complémentaire (avoir exactementi@aa ou
exactement 1 carreaulC3, - (C3.C5, + C2.C3,) (iv) C}.C3.C5, = 6624 32-8=24 les autres cartes

824
examinées ne sont ni des rois, ni des dames...



3.2 Pile de boulets

Combien existe t-il de boulets sphériques dans une pilemes pyramidale, dont la base est un triangle

équilatéral den boulets de cotés ?

nin+ 1) 2
2 Cn+1

boulets. On a quand méme besoin de (i) :

solution : la base contientd42+ ...+ n= donc

2 2 2 _ 2 3
C+1+C +C C+1+Cn+1_Cn+2

n

p_ ~pt+l
Z Ck Cn+1

preuve de (i): onaCP} = CR™ +Ch=CP'l+CP  +CR=CP;+CP ,+CP +Ch=_. =37 CP
(le faire proprement par récurrence).
on peut aussi le demontrer par le dénombrement (plustifitoiais pas évident...)

3.3 Trigonométrie

: ¥ € N, cosfix) peut s’écrire sous la forme de degrén cosk).

preuve: ¥x € R, cosfiX)+i sin(nx) = (cos§k)+sin(x))" (formule de Moivre)= =;_ Cr‘j(cos(x))”‘k(i sin(x))¥
(formule du bindme) Z_ CK(cos)™ (i) (sin(x))*

En identifiant les parties réelles etimaginaires, on obtieosx) = Z[2]C2k(—1)2k(sin(x))z"(cos(x))”‘2k

= sAhCa (1)1 - cose)*(cos) > o
Remarque : on a un résultat analogue pour la fonction sin

3.4 Inégalite de Bernouilli

Pourtoutxe R,,Y €N, (1+ X" > 1+ nx

preuve: (1+ x)" = Zﬂzoxk =1+nx+..>1+nxcarx>0

3.5 Formule de Leibniz

cf. lecon 75 : g)" = = ,CKf®g(H

3.6 Le petit théoreme de Fermat

Théoréme: soit p un nombre premier. Alorga € N, aP = [p]

pl
(p-K)IK!
pourk < pdonc p|Ck (lemme de Gauss).
Montrons maintenant par récurrence le theoréme de Ferma
-poura = 0 ok
-supposons la propriété vraie jusqu'au rgn@récurrence forte). Alorsa(+ 1)P = £ CKak = 1+aP +
Cia+..+Cp taP-1 = (1+ aP)[p] (par I'HR, et carp|CK 5) = (1+a)[p] (par I'hypothése au rang).
Donc la propnete est vraie au rapg- 1. Donc par le theoréme de récurrence, la propriétérag pour
toutae N

Remarque : marche aussi pAE Z

preuve: CK = pour toutk € 0, ..., p etkCk = pC'r‘)j par (4), doncplkC¥. Or pgedp.k) = 1



4 Questions-Compéments



