
Expośe 37 : Orthogonalit́e dans l’espace affine euclidien : droites
orthogonales, droite othogonaleà un plan, plans perpendiculaires.

Applications

Prérequis1 : -Définition vectorielle de droites et de plans
-Positions relatives de droites et de plans dans l’espace
-Produit scalaire dans l’espace
-Vecteurs orthogonaux et colinéaires

Cadre de l’expośe : (E,
−→
E ) espace affine euclidien de dimension 3.

1 Droites orthogonales

Définition 1 : Deux droitesD(A,−→u ) etD′(B,−→v ) si −→u et−→v sont orthogonaux. Notation :D ⊥ D′

remarque : cette définition est cohérente car la nullité du produit scalaire ne dépend pas du choix des
vecteurs directeurs.

Proposition 1 : (1)D ∥ D′ etD′′ ⊥ D′ ⇒D′′ ∥ D′

(2) Dans le plan, siD ⊥ D′′ etD′ ⊥ D′′ ⇒D ∥ D′

remarque : la proposition (1-2) n’est pas vraie dans l’espace

2 Droite orthogonaleà un plan

Définition 2 :D(A,−→u ) etP(O,−→n ) sont orthogonaux si−→u et−→n sont colinéaires. On note alorsD ⊥ P

Proposition 2 : une droite est orthogonale à un plan si, et seulement si, elle est orthogonale à deux
droites sécantes du plan.

preuve: (⇒) on a :P ⊥ D⇔ −→u et−→n sont colinéaires. SoientO, A, B ∈ P, alors−→n ⊥
−−→
OA, −→n ⊥

−−→
OB,

donc
−−−−−−→

u ⊥
−−→
OA et−→u ⊥

−−→
OB, doncD ⊥ (OA),D ⊥ (OB).

(⇐) : soitD(O,−→u ) etD′(O′,−→n ) où (O,O′) ∈ P, O , O′, etD orthogonale à deux droites sécantes

d1(A1,
−→
u1) etd2(A2,

−→
u2) deP. Il est clair queD est orthogonale à toute droite du planP (car toute droite

du plan a pour vecteur directeura.d1 + b.d2), de même pourD′. Les droiteD etD′ sont donc

coplanaires, etD ⊥ D′ (en appliquant la proposition (1-2) dans le plan), d’où le résultat.d1(
−→
u1 �

Corollaire 1 :
(i) (D ∥ D′ ,D ⊥ P)⇒D′ ⊥ P
(ii) (P ∥ P′ ,D ⊥ P)⇒D ⊥ P′
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Propri étés:
(1) Il existe un unique planP passant par un pointA donné et orthogonal à une droiteD donnée. Ce
plan s’appelle le plan perpendiculaire àD passant parA.
(2) Il existe une unique droiteD passant par un pointA donné et orthogonale à un planP donné. Cette
droite s’appelle la perpendiculaire àP passant parA.

Corollaire 2 :
(i) (D ⊥ D′ , P ⊥ D′)⇒D ∥ P
(ii) (D ⊥ P ,D ⊥ P′)⇒P ∥ P′

(iii) (D ⊥ P ,D′ ∥ P)⇒D′ ⊥ D
(iv) (D ⊥ P ,D′ ⊥ P)⇒D ∥ D′

(v)D ⊥ P⇒D ⊥ D′ oùD′ droite quelconque deP

exercice : (1) Montrez que les arrêtes opposés sont deux àdeux orthogonales
(2) Montrez que le projeté orthogonalH deO sur (ABC) est l’orhocentre.

3 Plans perpendiculaires

Définition 3 : P(O,−→n ) etP′(O′,
−→
n′) sont perpendiculaires si−→n ⊥

−→
n′

Proposition 3 : P ⊥ P′ ⇔ P contient une droiteD tq.D ⊥ P

Proposition 4 :
(1) (P ⊥ P′ etD ⊥ P)⇒D ∥ P′

(2) (D ⊥ P etD ∥ P′)⇒P ⊥ P′

(3) (P ⊥ P′ etP ∥ P′′)⇒P′ ⊥ P′′

(4) (P′ etP′′ distincts,P ⊥ P′ etP ⊥ P′′)⇒P′ ∩ P′′ ⊥ P

4 Applications

4.1 Théorème des trois perpendiculaires

Soit M ∈ E,D ⊂ P, H = pro j⊥,P(M) et K = pro j⊥,P(H). Montrez queK = pro j⊥,D(M).

preuve: H = pro j⊥,P(M) doncH ∈ P et (MH) ⊥ P, d’où (MH) ⊥ D (carD ⊂ P). De même
K = pro j⊥,P(H) doncK ∈ D et (KH) ⊥ D, d’où (MKH) ⊥ D, d’oùD ⊥ (MK), et (K ∈ D,
D ⊥ (MK))⇒ K = pro j⊥,D(M) �

4.2 Plan ḿediateur d’un segment

Proposition 5 : L’ensemble des points équidistants de deux points distincts A et B donnés est le plan
passantI = m[AB] et orthogonal à (AB).

Définition 4 : L’ensemble des points équidistants de deux points distincts A et B est appelé le plan
médiateur de [AB].

5 Compléments

5.1 Définitions et propri étés possibles

Définition 0 : Deux vecteurs−→u et−→v sont orthogonaux si leurs produit scalaire est nul. On note alors
−→u .−→v = 0
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On peut ajouter une propriété : (3) siD ⊂ P et A ∈ P, ∃!D′ ⊂ P tq.D ⊥ D′ et A ∈ D′

Dans le (II) : autre définition possible de droite orthogonale à un plan

Définition : Si une droiteD est orthogonales à toute droite du planP, alorsD est dite orthogonale (ou
perpendiculaire) à un plan. On note alorsD ⊥ P

5.2 Preuves

Voici les preuves que l’on a (souvent) pas le temps de faire en25 minutes.

preuve(P 6) : soitP le plan passant parI orthogonal à (AB). Montrons que l’ensemble des

pointsM ∈ P sont à égale distance deA et B : MA2 = MI2 + IA2=MI2 + IB2=MB2 (théorème de
pythagore).

Réciproquement, siMA)MB, alors :MA2 = MB2
⇔ (
−−→
MI +

−→
IA)2=(

−−→
MI +

−→
IB)2

⇔
−−→
MI.
−→
IA =

−−→
MI.
−→
IB

−−→
MI.
−−→
BA = 0 ie (MI) ⊥ (AB), d’où (MI) ∥ (P) (cf. Corollaire 2), or (MI) etP ne sont pas disjoints, donc

(MI) ⊂ P, doncM ∈ P �

6 Remarques

Gros problème preuve Proposition 2. Pas de problème si on prend la définition ci-dessus pour droite
orthogonale à un plan.
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