Expos 37 : Orthogonalé dans I'espacefiine euclidien : droites
orthogonales, droite othogonalaun plan, plans perpendiculaires.
Applications

Prérequist : -Définition vectorielle de droites et de plans
-Positions relatives de droites et de plans dans I'espace
-Produit scalaire dans I'espace
-Vecteurs orthogonaux et colinéaires

Cadre de I'expos: (8:8)) espace fline euclidien de dimension 3.

1 Droites orthogonales
Définition 1 : Deux droitesD(A, ) et D’ (B, V) si U etV sont orthogonaux. Notationd L 9

remarque : cette définition est cohérente car la nullitgobduit scalaire ne dépend pas du choix des
vecteurs directeurs.

Proposition1: (1) D /| D' etD” L D' = D" [| O
(2)Dansleplan,sD L D" et L D" =D | D

remarque : la proposition (1-2) n’est pas vraie dans I'espac

2 Droite orthogonalea un plan
Définition 2 : D(A, T) etP(O, ) sont orthogonaux Sif et T sont colinéaires. On note alafs L P

Proposition 2: une droite est orthogonale a un plan si, et seulementsiest orthogonale a deux
droites sécantes du plan.

—

preuve: (=>)ona:P L D < U et sont colinéaires. Soie@, A, Be P, alorsh L OA, 1 1 OB,

e

doncu L ORetT L OB, doncD L (OA), D L (OB).

(&) : soit D(0, W) et D (O, ) ol (0,0') € P, O # O, etD orthogonale a deux droites sécantes
di(Aq, u_>1) etdy(Ao, u_>2) de®. Il est clair queD est orthogonale a toute droite du pl&r(car toute droite
du plan a pour vecteur directead; + b.dy), de méme pouf)’. Les droiteD et 2’ sont donc
coplanaires, eD 1 9 (en appliquant la proposition (1-2) dans le plan), d’otjélsmat.dl(u_)l O

Corollaire 1 :
VDOJD , D1LP)=D L P
NPJP . DLP)=DLP
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Propri étés:

(1) Il existe un unigue plaf? passant par un poi#t donné et orthogonal a une droifzdonnée. Ce
plan s'appelle le plan perpendiculaire/bpassant pah.

(2) Il existe une unique droit® passant par un poit donné et orthogonale a un plahdonné. Cette
droite s'appelle la perpendiculairePapassant pah.

Corollaire 2 :

NDOLD ,PLD)=>D P
MDLP,DLP)=P P

(i (DLP, D JP)=>D LD
VVODOLP,D1LP)=D)D

V)D LP=D LD oud droite quelconque de

exercice : (1) Montrez que les arrétes opposés sont ddaexaorthogonales
(2) Montrez que le projeté orthogondlde O sur (ABC) est I'orhocentre.

3 Plans perpendiculaires

Lo eas - . . -
Définition 3 : (O, ) et®’(O’, n’) sont perpendiculaires § L n’
Proposition 3: # L £’ & P contient une droiteD tq. D L P

Proposition 4:

LD@PLPtDLP)=D )P
QODOLPDP)=>P LP

@@ LY etP [ P)>P L

(4) ® etP” distincts,P LP etP LP") =P NP’ L P

4  Applications

4.1 Théoreme des trois perpendiculaires
SoitM € §, D c P, H = proj, »(M) etK = proj, »(H). Montrez queK = proj, »o(M).

preuve: H = proj, (M) doncH € £ et (MH) L #, d'ou (MH) L D (carD c P). De méme

K = proj,»(H) doncK € D et (KH) L D, d'ou (MKH) L D, douD L (MK), et (K € D,

D 1L (MK)) = K = proj, p(M) O
4.2 Plan médiateur d’un segment

Proposition 5: L'ensemble des points équidistants de deux points distifaet B donnés est le plan
passant = m[AB] et orthogonal aAB).

Définition 4 : L'ensemble des points équidistants de deux points distiet B est appelé le plan
médiateur deAB].
5 Complements

5.1 Definitions et propriétés possibles

Définition 0 : Deux vecteursi etV sont orthogonaux si leurs produit scalaire est nul. On nlors a

UVvV=0



On peut ajouter une propriété : (3)Bic PetAec P, AND cPtq.D L D' etAc D’
Dans le (I1) : autre définition possible de droite orthodergun plan

Définition : Si une droiteD est orthogonales a toute droite du pfanalors? est dite orthogonale (ou
perpendiculaire) a un plan. On note al@sL P

5.2 Preuves

Voici les preuves que I'on a (souvent) pas le temps de fair2saminutes.

preuve(ProposiTioN 6) : SOit® le plan passant parorthogonal aAB). Montrons que I'ensemble des
pointsM € P sont & égale distance deet B : MA2 = M12 + | A2=MI?2 + | B2=MB? (théoréme de
pythagore).

Réciprogquement, SA)MB, alors :MA2 = MB? o (MI + 1A)2=(M] + B2 & MI.IA = MI.IB
Mi.BA=0ie (MI1) L (AB), d’ou (M) // (#) (cf. Corollaire 2), or M1) et® ne sont pas disjoints, donc
(MI) c £, doncM € P m|

6 Remarques

Gros probleme preuve Proposition 2. Pas de probleme sramdda définition ci-dessus pour droite
orthogonale a un plan.



