Expo% 33 : Projection orthogonale sur une droite du plan,
projection vectorielle assa@. Applications (calcul de distances
et d’angles, optimisation...)

Prérequis' :

-Barycentre

-Angles orientés de vecteurs
-Thales-Pythagore

-Produit scalaire
-Orthogonalité de deux droites

Cadre de la lecon: (7’,?’) plan &fine Euclidien orienté

Rappel: soitD c P, M € P. |l existe un unique droite passant pdret orthogonale .

1 Projection orthogonale sur une droite du plan

Définition : (PROJECTION ORTHOGONALE)

Soit D une droite du plaP. On appelle projection orthogonale sDr’applicationp: £ —» P
M - M

ou M’ est le point d’intersection d® avec la droite perpendiculairefapassant paM :

M’ = proj,»(M)

M

M'=p(M)

D

Propriétée (1.1) :

(i) D est 'ensemble des points fixes de

(i) pep=p

(iii) Soit M € P. p~1(M) = @ siM ¢ D, soit la droite perpendiculaire @ passant pas siM € D

Propriéte (1.2) :
Soitk € R, A, B,C € P tels queAB = k.AC. Alors p(A)p(B) = k. p(A)p(C}

Iexposé a été présenté a Bordeaux(4) 1012005 par Johann, a été corrigé par M.C, a été recopi&pandal. Réalisé
avec ETpX, Inkscape pour les dessins. Mise a jour 1¢02&2006.



preuve: theoreme de Thales

A B’ C'
Corollaire (1.1) : L’application p conserve les barycentres : sGit= bar{(M1, a1), ..., (Mn, an)},
i +...+ an * 01 alorsp(G) = bar{(p(Ml)’ CY]_), ey (p(Mn), al’l)}

preuve(Corollaire 1.1) : par réecurrence soie N

SoitG = bar{(Ay, @1), (A2, @2)}, a1 + a2 # 0. On a doner1GA; = —a2GA,, d'ol
? — — .
((}’1 + a’z)M = a1MA1L + aaMAx. En posanM = Az, 0n obtient :

AG = —22-A1A;. D'our:
16 = e, A2 ou:

P(A)P(G) = a5 P(A1) P(A2), ie p(G) = bar{(p(Ar), @1), (p(Ag), @2)}.

Le cas général se ramene au canei2 grace a I'associativité du barycentre :

{(Ml, al), s (Mn—la an_l), (Mn, an)} = {(Hl, a1+ ...+ an_l), (Mn, cxn)}, aveCay + ...+ ap-1 # 0 (en fait,
rien ne nous dit que cette somme estaliente de 0, mais on sait qu'il existe une sous-famite-al
élements tels la somme de leurs coefs. sdietknte de 0, car sinon, cela implique+ ... + an = 0,
d’ou la contradiction). m|

consquences I'application p est une applicationffine, I'image d’une droite pap est une droite.

2 Projection vectorielle asso@ea p

Définition-Théeoreme (2.1) :
_)
Soit p la projection orthogonale s ; I'applicationT : P est appelée projection

= p(A)p(B

AR

vectorielle associée p

De plus,II est bien définie, linéaire, & o IT = I1

preuve:

. T . 4 , —_
(1) Montrons qudl est bien définie sur I'imagAB, car ne dépendant que du vectél, et non du
choix des pointsA et B. Il faut donc montrer quAB = CD = p(A)p(B) = p(C)p(D). Or :
B _ AR 1 1~ _ 1 1 L g s .
AB = CD < 3A+ 3D = 5B+ 5C par définition du parallelogramme.
Donc, d’aprés le Corollaire 1(A)p(B) = p(C)p(D) & 3A+ 3D = 3B + 3C, donclI est bien définie.

(2) VA, B,C € P, on aIl(AB + BC) = II(AC) = p(A)p(C) = p(A)p(B) + p(B)p(C) = TI(AB) + I1(BC). II
est donc bien linéaire. O

Proposition (2.1) :
Soit» une droite du plan. Tout vectelt € P se decompose de maniére unigiie: T, + U, ol
— = = = = =
nweDetpe D (e =DaDH).
preuve: On a besoin du lemme suivanKer (IT) = Dt (preuve du lemme a faire).
SoitII la projection vectorielle associéepa
. e e . —
existence : soiti = [1(U), U = U — [1(U). Par définition ddl, on a bienu; € D.

TI(T) = I(I(D) + T - (D)) = Mo (D) + (T - TI(T)) = T(T) + (W) = (@) = 0= T € D,

unicité : par I'absurde m|



3 Applications

3.1 Cosinus d’'un angle de deux vecteurs
Proposition (3.1):
. - = < L - . .
1. soit O, i, j) un repére orthonormé direct. Sait V non nulse P. Il existe un unique vecteur
unitaire W tel que @, V) = (7, W)[24]
2. sip est la projection orthogonale sur la droi@x), il existe un uniqué € R tel quell(W) = KT

—

J

o e
(L) k @) k

Définition : le nombrek définit ci-dessus ne dépend quedet deV, et est appeleosinus de I'angle

(., V).

Proposition (3.2): soit D une demi-droite d’origin®, a = ([Ox), D). YM € D, etH = proj . ox (M),
on a :OM = cos(a).OM

3.2 Distance

Proposition (3.3): soitM € #, D c P, H = proj, p(M). AlorsVYP e P, P # H,ona :MH < MP
Définition : on définit la distance du poitM a la droiteD comme étantd(M, D) = inf(MP)pcp
Proposition (3.4): on a :d(M, D) = inf(MP)pcp=d(M, D) = MH = min(MP)pcp

preuve: par la proposition (3.4)

H=proj(M)

Exercices 1 et 2
1. déterminer la distance d’un cercle a un droite
2. calcul ded(M, D), ouD : ax+ by + ¢ = 0 avec &,b) # (0,0), etM(xo, Yo)



3.3 Optimisation

exercice 3: soitA,Be PtelqueA= B, D cP
TrouverM e D tel queMA? + MB? soit minimale

exercice 4: soit ABCD un rectangle inscrit dans un cercle de ceqret de rayorR.
Montrer que I'aireABCD est maximale lorsquABCD est un carré.

. . ; — — |a2 — b2|
exercice 5: soit ABCD un rectangle. En évaluant de deux fac@#sBD, montrer quHK = ——
Va2 + b?
A a B
K
b
D C

3.4 Divers-Questions fequentes

Géneralisation de I'exercice 3: soit D une droite A, B,C € P, (a,8,y) aveca + B+7y # 0
Comment choisiM surD tel quea.MA? + 8.MB? + y.MC? soit minimale ?

On introduitG = bar(A, @); (B, 8); (C,y). On aa.GH? + 8.GB? + y.GC?

a finir On peut écrire ceci avec autant de points que l'ori.veu

Pieges-Questions fquentes :
(1) Le plus important de la lecon : montrer queest bien définie, d’ou I'intérét de montrer le Coroléir
1 assez tot dans la lecon (sinon, la preuve est beaucosmlpta, en appliquant Thales plusieurs fois.
(2) Dans cette lecon, il est important de savoir prouvedd$haans utiliser les projections (car on se sert
de Thales dans la lecon pour montrer la propriété (1.R¥gut donc éviter le cercle vicieux
projection-Thales.
De plus,dans la demonstration de (1.2), il faut faire gib@naux cas particuliers : lorsquie B, C sont
alignés (coefs. nuls possibles).
(3) l'applicationII est-elle diagonalisable ? Oui, aanp(x) divise X2 — x = X(X — 1) (ouming(x) est le
polyndme minimal dél), carII? = II. Le pol. minimale ddlI est donc scindé simple, doftest
diagonalisable !

— - = — - = — - = . .
Deplus,E1 =D, E, =D+, douP = E10 Er = Do D*. C'est une autre demonstration possible de
la proposition (2.1)



