Expos 28 : Projection orthogonale sur une droite du plan,
projection vectorielle assa@. Applications (calcul de distances
et d’angles, optimisation...)

Prérequist : -Barycentre
-Angles orientés de vecteurs
-Thales-Pythagore
-Produit scalaire
-Orthogonalité de deux droites

Cadre de la lecon: (7’,?’) plan &fine Euclidien orienté

Rappel: soitD c P, M € P. Il existe un unique droite passant pdret orthogonale .

1 Projection orthogonale sur une droite du plan

Définition (PrROJECTION ORTHOGONALE) : SOit D une droite du plasP. On appelle projection orthogonale
surD l'applicationp: £ — ¥ ouM’ estle point d’intersection d® avec la droite

M - M
perpendiculaire ® passant paM. On noteM’ = proj, »(M)

M

M’=p(M)

Propriétée (1.1) :
(i) D est 'ensemble des points fixes de
(i) pop=1p
(iii) Soit M e P, alors: -siM ¢ D alors p (M) =g
-siM e D alors p (M) est la droite perpendiculairefa passant pas

Propriété (1.2) :
Soitk € R, A, B,C € P tels queAB = k.AC. Alors p(A)p(B) = k.p(A)p(C)

I’exposé a été présenté a Bordeaux(4) 1€01@2005 par Johann, a été corrigé par M.C, a été recopi©peendal Hade-
bourg. Réalisé ave€TgX, Inkscape pour les dessins. Mise a jour 1¢0BR007.



preuve: theoreme de Thales

Corollaire (1.1) : L’application p conserve les barycentres : sGit= bar{(M1, a1), ..., (Mn, an)},
g +...+ an * 01 alorsp(G) = bar{(p(Ml)’ CY]_), ey (p(Mn), al’l)}

preuve(Corollaire 1.1) : par récurrence s N

SoitG = bar{(A1, a1), (A2, a2)}, a1 + a2 # 0. On a doner1GA; = —axGA,, d'ol
— — — .
(a1 + @2)MG = a1 MA; + aoMAy. En posaniM = A4, on obtient :

AG=-"2_AA.Dou:
16 = g A ou:

— _
P(A)P(G) = 74 P(A) P(A2). ie p(G) = bar{(p(Av). a1). (P(Ag). a2)).

Le cas général se ramene au canetl2 grace a I'associativité du barycentre :

bar{(Ml, 0/1), cees (Mn—l, a/n_l), (Mn, Oln)}=bal{(H1, ag + ...+ Oln_l), (Mn, a/n)}, aveCcay + ...+ ap-1 # 0 (en
fait, rien ne nous dit que cette somme esfalente de 0, mais on sait gu'il existe une sous-famille a
n— 1 éléments tels la somme de leurs coefs. séiiédinte de 0, car sinon, cela implique

a1+ ...+ an = 0, d'ou la contradiction). O

congquences I'application p est une applicationffine, I'image d’une droite pap est une droite.

2 Projection vectorielle asso@ea p

Définition-Théeoreme (2.1) :
q
Soit p la projection orthogonale s ; I'applicationT : P est appelée projection

= p(A)p(B

AR

vectorielle associée p

De plus,II est bien définie, linéaire, & o IT = I1

preuve:

(1) Montrons qudl est bien définie sur I’imag@, car ne dépendant que du vectéTB, et non du
choix des pointsA et B. Il faut donc montrer queAB = CD = p(A)p(B) = p(C)p(D].

a4 - .
SoitAB = CD = G := bar{(A; 1), (D; 1)}=bar{(C; 1), (B; 1)}, donc par le corollaire (1.1)
P(G)p(A) + P(G)P(D)=P(G)P(C) + P(G)p(B), et par Chaslep(A)p(B) = pC)p(D).
(2) VA B.C € P, on all(AB + BC) = I(AC) = p(A)p(C) = p(A)p(B} + P(B)p(C) = II(AB) + IN(BC) (si
on se donne deux vecteAB etE_F>, on peut toujours se ramener a ce cas, en p(B_éﬁﬁ:)).
De plus, sid = AB, TI(k T)=I1(k.AB)=I1(AC)=p(A) p(C)=k. p(A) p(B), doncll est linéaire.

- -

EtTI(T1(AB))=T1(p(A) p(B))=P(P(A)) p(P(B))=AB car po p = p, doncIl o I = I1 O

Proposition (2.1) :

. . =4 , . . N
Soit D une droite du plan. Tout vecteur € P se decompose de maniére unigiie= Uz + U, OU
T - - -1
ueDetupe D (eP =D D).



preuve: On a besoin du lemme suivanKer (I1) = Dt (preuve du lemme a faire).

SoitI1 la projection vectorielle associeepit €
existence : soii, = I1(Q), T = T — I1(Q). Par définition dél, on a bierd; € D.

q
M(4) = I(I(U) + U - TI(W)) = o (W) + TI(T - [(W)) = [1(T) + T1(03) = (W) = 0= Tz € D*.

unicité : par I'absurde m|

3 Applications

3.1 Cosinus d’'un angle de deux vecteurs
Proposition (3.1):
. - — . o BN ] _
1. soit ©, i, j) un repére orthonormeé direct. SaitV non nulse . Il existe un unique vecteur
unitaire W tel que @, V) = (7, W)[24]
2. Soitp est la projection orthogonale sur la droi@x) etII la projection vectorielle associégpa
Alors il existe un uniqué € R tel quell(W) = k.1
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Définition : le nombrek définit ci-dessus ne dépend quedet deV, et est appeléosinus de I'angle

(U, V).

Proposition (3.2): soit D une demi-droite d'originé®, a = ([OX), D). AlorsYM € D, on a:
OM = cos(a).OM ouH = proj, (ox(M)

3.2 Distance

Proposition (3.3): soitM € £, D c P, H = proj, p(M). AlorsVYP € D, P # H,ona :MH < MP
Définition : on définit la distance du poitM & la droite® comme étant d(M, D) = inf(MP)pcp
Proposition (3.4): on a :d(M, D) = inf(MP)pcp=MH = min(MP)pcp OUH = proj, (M)
preuve: par la proposition (3.3)

Exercices 1 et 2
1. déterminer la distance d’un cercle a un droite
2. calcul ded(M, D), ouD : ax+ by + c = 0 avec &, b) # (0,0), etM(xo, Yo)



preuve: (1) soitD une droite C un cercle deP. On définitd(D, C) = inf{d(M, M"),M € D, M’ € C}.
-SiC(O,R) N D # @, alorsd(D, C) = 0 (card(M, M) = 0 ouM € C(O,R) N D).

-SiC(O,R) N D = @, alors soitd = proj, »(0) etH’ = (OH) N C. Soit?’ // D passant par’. D’ est
tangente & au pointH (évident). De plu® / 9’ doncd(D, D) = d(H’, D)=HH’ (pour le montrer :
pythagore). Dond(2’,C) = 0 etd(D, C)=d(D, D’) = HH".

(2) on sait quéni(a, b) est un vecteur normal®. SoitM € P, H = proj, »(M). On a

Im._ﬁl_la(xo = Xn) + b(yo — yn)l

d(M, D) = MH= ;orH € O, doncaxy + byy = —¢, d’'ou :

mi Va2 + 12
|aXo + byo + ¢l
dM, D) = ————
va? + b?
o
3.3 Optimisation
exercice 3: soitA B € P tel queA # B, O c P. TrouverM € D tel queMA? + MB? soit minimale
/H/];'/H/ B
A !
u
M
preuve: soitl = m[AB]ie | = bar{(A; 1), (B; 1)}.
MA2 + MB2=(MI + TA)2 + (MI+1B)2=2MI2 + | A2 + | B2+2MI.(1A + 1 B) avecl A2 + | B? = cste et
H
TA +1B=0. Donc minimiseMA? + MB? revient a minimiseM|2 ie M = proj. p(l).
remarque : on a ausM = m[A’B’] ou A" = p, »(A) etB’ = p, »(B) par conservation du
barycentre. m|

exercice 4: soit ABCD un rectangle inscrit dans un cercle de ceqret de rayorR.
Montrer que I'aireABCD est maximale lorsquABCD est un carré.



preuve: soitH le projeté orthogonal da sur BD). Aascp = AH.2RetAH = R sing, d'ou

Apnsco = 2R%sing. L'aire est maximale si silest maximal, ie sb = g ie ABCD est un carré. O
. . ; — — |a2 - b2|
exercice 5: soit ABCD un rectangle. En évaluant de deux fac@#BD, montrer queHK = ——
Va? + b?
A a B
K
b
D C
preuve: HK étant le projeté orthogonal &D sur (AC) on aCA.BD=CA.HK, donc
—_— —> —> —> _ = —
CABD=CAHK= Va2 + b2 H K. D autre partCA BD=CA. (BA + AD)=CA.BA+CA.AD. En considérant
les pr OJetes orthogonaux @A et BA sur (AD), il vient CA.BA=BA2=a? et CA AD=DA AD=-b?, d’oil
CA.BD=a2 — b2, On a doncVaZ + B2.HK = a2 — b2, d'oll le résultat. O

3.4 Divers-Questions fequentes

Geéngralisation de I'exercice 3: soit D une droite A,B,C € P, (a,8,y) aveca + 8 +vy # 0
Comment choisiM surD tel quea.MA? + 8.MB? + y.MC? soit minimale ?

On introduitG = bar (A, @); (B, 8); (C, 7). On aa.GH? + 8.GB? + y.GC?

a finir On peut écrire ceci avec autant de points que l'ort.veu

Pieges-Questions fquentes :
(1) Le plus important de la lecon : montrer queest bien définie, d’ou I'intérét de montrer le Coroléir
1 assez tot dans la lecon (sinon, la preuve est beaucospmipta, en appliqguant Thales plusieurs fois).
(2) Dans cette lecon, il est important de savoir prouverdd$aans utiliser les projections (car on se sert
de Thales dans la lecon pour montrer la propriété (1.R¥gut donc éviter le cercle vicieux
projection-Thalés.
De plus,dans la démonstration de (1.2), il faut faire aid@raux cas particuliers : lorsque B, C sont
alignés (coefs. nuls possibles).
(3) l'applicationII est-elle diagonalisable ? Oui, aanp(x) divise x* — x = x(x — 1) (ouming(x) est le
polyndme minimal dél), carII? = II. Le pol. minimale ddlI est donc scindé simple, doftest
diagonalisable !

- - — - = - - = . .
Deplus,E1 =D, E, =D+, douP = E10 Er = Do D*. C'est une autre demonstration possible de
la proposition (2.1)



preuve deKer(IT) = D

-1l est clair quelmII = D par définition dep et Il

-Soit T € D*, et soientA, B € P tq. T = AB: on a donc AB) L D ie p(A) = p(B)

T1(T) = TI(AB)=p(A) p(B), doncT € Kerll ie D* c Kerll

Soit T € KerTl (ie TI(T) = 0) etA, Be P tq. T = AB 0 & I1(AB) = p(A)p(B) = 0 ie p(A) = p(B) ie
(AB) L D, ieT = ABe D+



