Expos 26 : Equation cagsienne d’'une droite du plan euclidien.
Applicationa I'étude d’irequations de la forma&cost + bsint > ¢

Prérequis’ :

-Notion de vecteurs colinéaires et othogonaux.
-Définition d’une droite.

-Notion de vecteurs directeurs et normaux.
-Notion de droites paralleles, perpendiculaires.

Cadre : on se place dar@,(?’) plan &fine euclidien muni d’'un repére orthonorrr@e_—(o,_i),T)

1 Equation cartésienne d’une droite du plan

1.1 Cas @nréral
Théoréme: (i) Soit D une droite du plan. Il existea(b, ¢) € R3, (a, b) # (0,0) tq.

M(x,y) e D < ax+by+c=0

(ii) Réciprogquement, soiena(b, ¢) € R3 tg. (a, b) # (0,0). Lensemble

D = {M(x,y) € P,ax + by + ¢ = 0} est une droite de vecteur directéti(-b, a)
(iii) Réciproquement, soient(b, c) € R3tq. (a, b) # (0, 0). Lensemble

D = {M(x,y) € P,ax + by + ¢ = 0} est une droite de vecteur normia(a, b)

remarque : pour désigner une droit®, on utilisera les notation®(A, T) et D(A, n_ﬁ) (ouD(A,T))

preuve: (i) soit D(A, 1) une droite du plan, ave&(xo, yo) € D et (a, b) vecteur normal de.

M(x,y)eZ)@m._n’ =0 a(X—x))+b(y-yo) =0 ax+by—-axg—by; =0 ax+by+c=0o0u

—axo—byo=c

(i) et (i) Soit D := {M(x,y) € P,ax + by + ¢c = 0}. D est clairement non vide. SAH(xo, yo) € D et

M(x,y) € Dieaxp +byg+c=0etax+by+c=0douax+by+c=axy+byg+ce

a(x — xo) + b(y — yo) = 0 = H.AM = 0 0l (a, b) et AM(x — X0,y — Yo) donc bien une droit®(A, T)

& —a(x— Xo) — b(y — b) :O@det(ﬁ,m)@‘ P e ‘:ow—d(—b,a) et AM(x - X0,y - Yo)
= Yo

donc bien une droit®(A, ) O

Définition : L'écriture ax + by + ¢ = 0 avec &,b) # (0, 0) est appelé I'equation cartésienneZdeOn
noteP :ax+by+c=0

1Exposé tapé et présenté lga1/20006 par Gwendal Haudebourg. Elle s'inspire de la lecajotiann (2004-2005). Réalisé
avec ETpX, et Inkscape pour les dessins. Mise a jour [¢0382006.



1.2 Equation réduite

Proposition : si © non parallele aq),T), elle possede une unigue équation de la foyreemx + p (1)

preuve: (existence) soifD une telle droiteD a pour équation cartésienag + by + ¢ = 0 avec
-b 0
a 1

doncb # 0 ety = _—bax — ¢ (unicité : évident) m|

(a,b) £ (0,0), et pour vecteur directetif (—b, a) non colinéaire a_j>(0, 1) ie det(ﬁ,_f) = #0

Définition : (1) est appelée équation réduite @em est le coéficient directeur deD, et p 'ordonnée a
I'origine de D.

remarque : si D || (O,_j>), alors elle admet une équation de la forre C, C € R. En dfet, si
U(a, b) = (0, m) dirige D, alorsM(x,y) € D & ax + by + ¢ = 0 avech = 0 doncx = _—ac =C

1.3 Droites paralleles et orthogonales

Théoreme: soit D la droite du plan d’équatioax + by + ¢ = 0, (a,b) # (0, 0), etD’ la droite du plan
d'équationa’x+ b'y+c =0, @,b") # (0,0). Alors :

() O parallele &' < ab' —a’b=0

(i) O perpendiculaire &’ < aa’ +bb’ =0

preuve: (i) D || © o U(-b,a) et V(-b, &) sont colinéaires= ‘ ;b ;,b =0ea-ab=0

(i) D L D o R(ab) et (a, ) sont orthogonawe R.1w = 0 < aa’ +bb/ = 0 O

Proposition : soit D une droite du plan d’équation réduite= mx+ p, et?’ une droite du plan d’équation
réduitey = mx + p’. Alors :

() D parallele &’ <= m=m

(i) D perpendiculaire &’ < mn' = -1

preuve: se ramener a une équation cartésienne et utiliseetaéme précédentd : y— mx— p =0,
Diy-mxX—-p =0

DINID e1l(-mM+ml=0sm=m

D1ID el+mMm=0smm =-1 O

2 Compléments sur la droite

2.1 Distance d’'un pointa une droite

Théeoreme: la distance du poiniM(xu, ym) @ la droiteD d’équationax + by + ¢ = 0 (ou @, b) # (0, 0))
estd(M, D) = [axv + bym +d

Va2 + b?

preuve: soitD : ax + by + ¢ = 0 etT(a, b) vecteur normal &D. soitH = proj, »(M) (doncH € D),

d(M, D) = MH = |W|>ﬁ| _ l[a(xg — Xm) + b(yn — ym)I _ | — axm — bym — ¢ .
’ Il V2 + VZ 2



2.2 Reégionnement du plan par une droite

Théoréme: soit (a,b,c) € R avec @, b) # (0,0). La droiteD : ax + by + ¢ = 0 partage le pla® en
deux demi-plans ouverts :

Pt = {M(Xy),ax+by+c> 0}, P~ = (M(xy),ax+by+c<0letona:P =P JP D (réunion
disjointe)

3 Application aI'étude de I'inequationacost + bsint > ¢

Soit (E) : acost + bsint > ¢, (a,b) # (0,0), (&, b,c) € R®

ax+by>c ou x=costy=sint

X+y?=1

t € R solution de E) & M(x,y) € CnP*" avecx = cost ety = sint (ouC = C(O,1), P* =
{M(X,y),ax + by — c > 0}).

Pour résoudreH), on est ramené a un probleme géométrique. On doierebker 'intersection d€ avec
P+

SoitD :ax+hby-c=0,d(0,D) =

t € R solution de E) & (x,y) solution d

Icl

VaZ + b2

On a donc trois cas qui apparaissent :

D J D\_> A A
N A/ANGA N
NN

S=ensemble des solutions d&)(&E =C NPT

(
=
/.

lwy)
—]

Cas1:d(0,D)>1e|c> Va2 +b2iec#0,CND =9
c<0=>0€eP" (car0+xa+0xb-c>0ie0e P*)doncE = C,doncS =R
c>0= Og¢P"doncE = g, doncS = g

Cas2d0,D)=1e|c= Va2+b2,CnD={A

Onac# Ocar @b) # (0,0)
c<0=>0eP*(carO0+xa+0«xb-c>0ie0eP*)doncE = C - {A}, doncS =R — {0 + 2kr,k € Z}
c>0=0¢ P doncE = g, doncS = @

Cas3:d(0,D)<1le|c< Va2 +b%,c#0,CNnD={A B}
Méme raisonnement, on regardeXse P*. On en déeduit qué est 'un des arcéB



On en déduit 'ensembl® correspondant.

Exercices: résoudre les inéquations suivantes
1. 2cog +sint—-3>0
2. —V3cost—sint+2>0
3. 2cod +2sint— V3+1>0

Résolution:

1P = {M(xy),2x+y—3> 0} oux = cost, y = sint
Ic] 3
d(0,9D) = ——— = — > 1 (on estdonc dans le cas 1)
Va2 +p2 5
O¢ P+ (c=3)doncS =g

2)P* = {M(xy),- V3x-y+2>0},d(0,D) = 2 (on est donc dans le cas 2)

Vi
OEP+(C:_2)donccmP+:C_{A},AGDEIAGC@{ \/§XA+yA:2 <:>{yA:2_ \/§XA

Xz +ya=1 Xz +ya=1
= - = - :l ﬁ)
= yg =2 \/§XA2 yA2 2 \/§XA =4 YA 2\/:—,) s A 12

Donc(_i),a&):getS:R—{g+2kn,keZ}

3)P* = {M(xy).2x+ 2y - Y3+ 1> 0} ol x = cost, y = sint

Ic] V3-1
d(o, D) = = < 1 (on estdans le cas 3)
VaZ+b2  2V2
b>0,P" = {M(x,y),y> 2_ —x}.On cherche les coordonnéesAld avecA € DNC etB € DNC
3
X2+y2:1 2X2+(l—\/§)X—§:O —_21 V3
2
=_1+ \/§_X S .o 143 @A( g]etB( _71 )
, A 27T n - / - .
O¢ 9 (car20+20- V3+1<0), (T.0A) = 5 et (i,0B) = Fﬂ doncCn® = BAie
S= {_—“+2kn,2—”+2kn}
6 3
kezZ



4 Complements

4.1 Rappels

-on définit une droite par deux points, ou par un point et wtexe normal, ou par un point et un vecteur
directeur :

1. {M € P,_rf.m = O} - droite de vecteur normai # 0 passant pah
2. {M € P, det(U, AM) = 0} : droite de vecteur unitaifé # 0 passant pak, ou encore{M eP,AM = /l.ﬁ}

3. {M € P, det(AM, AB) = O} : droite passant pak et B

-on dit que deux droite® et D’ sont paralleéles si(si) leurs vecteurs directeurs sorméeaires.
i ., . TE

-si MH et colinéaires||MH. R ||=A=MH.T

On peut rajouter ce qui suit dans le theoreme sur le régiment du plan par une droite :

-P*+ etP~ sont convexes

-siM € P* etN € £, alors [MN] coupe la frontiereD en un point.

4.2 Arevoir

Revoir la distance d’'un poinA a une droiteD. Si je me souviens bied(A, D) :=inf {AM, M € D}. Il
faut d’abord montrer que céhf est atteint, et ce au poit = proj, »(A) (par I'inégalité triangulaire,
ou par le théoreme de pythagore)

4.3 Questions diverses

Existe t-il d’autres définitions-représentations d'wineite ?
-Représentation paramétriqu®:= A+ AU, A € R, U(-b, a) vecteur directeur d®

D’oUZ):( Xa = AD )

yA+/1a

Autre forme :l( + Y =1
a b

B(0,b)

A(a,0)

4.4 distance

Existe t-il une autre preuve du théoréme 37

SoitN(x.y) € D, M(xo. Yo) € . Alorsd(M, D)2=inf {MN2, N € D}=inf {(x - x0)? + (y - yo)2. (x.y) € D}
= inf {(x— x0)? + (F£ - £x - yo)?. x € R} puis on étudie la fonctior (x) = x - x0)2 + (¥ — =X - Yo)?
(sens de variation) et on en déduinlf. On retrouve ainsi le méme résultahf = MH

OuH = proj, p(M)



Théoreme: soit O la tangente a une courligen Mg, M € C d(M, D) = o(|MMg|) lorsqueM — Mg
ie lim dM. D) _ 0
M—Mg ||V| Mo| B

4.5 tangente

Autre définition de la tangent& en un pointM (X, Yo) ?

(i) - Aty = /(o) (X - X0) + f(X0)

(i) En regardant les diérentes sécantes a la courbe au pdiKo, yo), il apparait queA est la droite
passant paM(Xg, f(Xg)) de codficient directeur : Iiww (ce qui revient a (i)
preuve : groupe 2

4.6 Exercicel

charge maximum42 tonnes, au maximum 30 contenaires

A=0.6 tonnes par contenaire=B tonnes par contenaire. On veut transporter au moins 1B8maines de
type A, 8 de type B. D’ou le systeme :

0.6x+ 3y <42

X+y<30

X>15

y>8

S =

4.7 Exercice 2

Résoudre cos+ V3sint > 1

On peut soit résoudre par la maniére expliquée dans peséxsoit :

V3 . 1

cost + \/§sint>1<:>%cost+75mt>%@cost—g)>§

@erth.—g+k.27r<t—%<g+k.27r<:>3keth.k.27r<t<%+k.27r

Ou encore f(t) = cost + V3sint — 1 est 2 périodique,f’(t) = —sint + V3 cost
f/(t) = 0 & t = arctan(V/3), puis tableau de varation...

4.8 Preuve : regionnement du plan par une droite

Théoréme: soit (a,b,c) € R avec @, b) # (0,0). La droiteD : ax + by + ¢ = 0 partage le pla® en
deux demi-plans ouverts :

Pt = {M(xy),ax+by+c>0}, P~ = {M(x,y),ax+by+c<0}.Ona:

Q)P =P UP UD (réunion disjointe)

(2) P* etP~ sont convexes

(3) SIM e * etN € £, le segment{IN] coupe la frontiereD en un point.

preuve: (1) triviale : la réunion est clairement disjointe, et i M(X,y) € P est soit tel que

ax+ by +c =0, soit> 0, soit< 0

(2) Montrons queP* convexe. SoienM(Xu, Ym) et N(Xn, yn) appartiennent £* ; montrons que tout
point T(xr,yr) € [MN] est dansP™ :

Il existea € [0, 1] tg. (X7, y1) = t(Xm, Ym) + (L = D(Xn, YN) (F), d’ol X7 = txy + (1 — t)xy et

yr =tym + (1 - t)yn, d'ot

axt +byr + ¢ = a(txmy + (L —t)xn) + b(tym + (1 —t)yn) + c=t(axy + bym + ) + (1 - t)(axny + byn +€) > 0




(3) siaxy + bym + ¢ > 0 etaxy + byny + € < 0, tout pointT du segment§IN] possede des coordonnées
(%7, yr) données par (*).

Il s'agit donc de trouvet € [0, 1] tel quea(txy + (1 —t)xn) + b(tym + (1 — t)yn) + ¢ = 0. Cette équation
du premier degré enadmet une unique solution puisque le fméentt n'est pas nul (car cela
impliquerait queaxy + byy + c=axy + byn + €, ce qui est absurde). m|



