Expos 24 : Tleoreme de Thals. Applications la geonetrie du
plan et de I'espace.

Prérequist : -Mesure algébrique
—Calcul vectoriel
-Espacesféines et vectoriels
-Géomeétrie éléementaire

Cadre de la lecon: (8:8)) espace fline.

Rappel mesure al@brique : soit D une droite de&E, U un vecteur directeur d®. YA, B € D, il existe

. . - . , L. v .
un unique scalairg tel queAB = AU. Ce scalaire est appelé mesure algébrique du veéiRuelative
-—

. ~— . — AB
au vecteur unitai, et est not&B (ie AB:?).

1 Theéoreme de Thaés

Théoreme de Thaks dans le triangle: soit deux triangles non applaf@AA’ et OBB’ tels que
A (OB) etA’ € (OB), et tel que les droitesA®)') et (BB') soient paralleles. Alors on a :

OA ON AR
OB OB BB

preuve: (AA’) / (BB') doncak € R tq. BB = k.AA. Par hypothesé € (OB) et A’ € (OB') donc3(a, o)

T — = — - — —_— —_— —

tq. OB = @.OA et OB’ = «.OA’ or BB’ = k.AA’, doncOB’ — OB = k.(OA’ — OA), donc

(k— @)OA’ +(a — K)OA = 0, orOA et OA’ sont linéairement indépendants (€arA, A’ ne sont pas
., P~ —_— = - = —

alignés), done@’ = k= @. DoncOB = k. OA, OB’ = k OA’ et BB = k AA’.

On obtient I'egalité souhaité en choisissant les vastdirecteurs des doites pour la mesure

algébrique. m|
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1Exposé tapé et présenté par Gwendal Haudebourg a 8ord¥ le 1511/2006. Réalisé avedTgX, Inkscape pour les
dessins. Lecon largement inspirée de celle de Johann.



Théoreme de Thaks dans le plan soit D et D’ deux droites distincteg), B, C (respectivement
A, B’,C’) trois points distincts appartenana(respectivement #’), avecA # A, B# B’ etC # C/,
et tel que AA), (BB’') et (CC’) soient paralleles. Alorson a :

AB_APB
AC AC

preuve: on traceD” la parallele &’ passant paA. On a des parallélogramm@sB’B”A et AC'C"” A,
donc on a des égalitées vectorielles, et avec les triad@&B et AC”C non applatis, on se ramene au
théoréme de Thalés dans le triangle. |

Théoreme (reciproque du theoreme de Thaeés): soit (O, A, B, A’, B) cing points distincts d'un plan

/

. ., , ., . OA OA )
tels queO, A, B soient alignés, €D, A, B soient alignés. Si de plus Onf)&B:%’ alors les droites
(AA) et (BB') sont paralleles.

preuve: soit B” le point d’'intersection dedA’) et de la droitey parallele a AA’) passant paB. D’apres
OA OA OA’” OA S —
le theoreme de Thales, on-e==——. Donc =——, doncOB’ = OB, doncB’ = B”, donc
) ) OB OB” oB’ OB”
(BB) // (AN). O

2 Applications

2.1 Théoreme de Thaks (et eciproque) dans I'espace

Théoreme: soit trois plangaralleleslly, [1g etllc, une droiteD qui coupe respectivement ces plans
: . . AB AP
enA, B etC, 9’ une autre droite qui coupe respectivement ces plans, a8l etC’. Alors : —=
AC AC
preuve: on traceD” une droite parallele &’ passant pat. On applique le theoreme de Thalés dans le

plan formé paD et D" (on se raméne a une configuration de Thalés dans le playglisation des
parallelogrammes. m|
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Cv /C’
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Réciproque: soit A, B, C trois points d’une droiteD, etA’, B’ etC’ trois points d’une seconde droite

'R/

. . L s \ . AB A'B .
9P’ ces six points sont supposés distincts deux a deux. AI|QAE%$:, les droites AA'), (BB') et

AC

(CC’) sont paralleles a un méme plan.

preuve: on tracellp, I1g etIlc des plans paralleles passant respectivemenijiaet C, de vecteurs

directeursAA’ et BB’ (ie I est dirigée parAA’, BB’) passant pah, etc...). Le plaril, contient donc
(AA"), I1g contient donc BB'), etllc coupeD’ en un pointC”. Par le théoreme de Thalés, on a donc :
AB AP AB A'B , . _ _ ,
—=——.0r—=——, doncC’ = C”, donc le plarlc contient la droite CC’), donc les plan$l,,

AC AC” AC AC _ . _

I1g etIlc passent par respectivemeAy), (BB') et (CC’), et de mémes vecteurs directeurs, donc ces

trois plans sont paralleles. m|

rem : cette preuve est I'analogue de celle dans le plan.

2.2 Projection dans le plan

Définition (Projection) : SoitA et D deux droites sécantes du ptnLa projection suD parallelement
aAestlapplicationp: £ — P telqueM’ e Det(MM) /A
M - M

remarque : un tel poinil’ existe et est unique puisqu®e et A n'ont pas la méme direction (car sont
sécantes).

Proposition: po p= petFix(p) = D

Théoreme: I'application p est dfine, autrement dit I'application vectorielle associge
B - P ouM =pM)etN = p(N) est LINEAIRE.
T=MN ~ MN

remarque : le théoreme de Thalés intervient dans la prquisuit. On a donc besoin de Thales (si I'on
suit le plan utilisé€) pour montrer le caracteférge des projections dans le plan (idem dans I'espace).

preuve: - est bien définie car ne dépend pas du choix du ve@r représentant choisi pour :
e v ered —_— —_—
si MN = M2N; alorsz(MN) = 7(M2Ny)).
q
-s0itd,V € #. IM,N,Pe Ptq. T = MN etV = NP, donc
#(MN + NP)=(MP) = p(M)p(P)=p(M)p(N}+ p(N) p(P)=r(MN)+x(MN). Donc
a(U+V)=n(0)+7(V)




-Montrons quer(1Q) = 1.x(TQ). Soitd € P, 1€ R*. IM,N € P tcﬂ:m et = MP. De plus
L M'N" MN 1 —  —

(MM") / (NN’) J (PP’), donc par le théoreme de ThaIesI\T;—F:ﬁ:z doncA.M’N’ = M’'P, ie

Aa(@)=n(11) m]

2.3 Le théoreme de Desargues

Le théoreme suivant est vrai dans un espdiireaquelconque.

Théeoreme: soit ABC et A’B’C’ deux triangles non plats d’'un espadire avecA, A’ distincts ainsi que
B, B’ etC,C’. Siles cdtésAB],[ BC],[CA] du premier triangle sont respectivement paralleles @&
[A’B],[B'C’],[C’A’] du second, les droite\d),(BB’) et (CC’) sont paralleles ou concourantes.

preuve: si (AA),(BB'),(CC’) ne sont pas paralleles, deux d’entre elles, par exerd#g et (BB') se

. . . . IA 1B
coupent en un poirit. Par parallélisme deAB) et (A’B’) et le theoreme de Thales, onI:'a&—: S =k

144

. . _ IC L. L R
SoitC” le point de la droitelC) tel que S = k; par la réciproque du théoreme de Thales plan,
A 1cr . B 1cr .
= = S implique AC)||(A'C”) et S = S implique BC)||(B'C”); onadoncC”) = (A'C’) et
(B'C”) = (B’C’) d'ou C” = C’ puisque ces deux points sont a I'intersection A¢€() et (B'C’). C’ est
donc alignés avetcetC : (AA'), (BB’) et (CC’) concourantes. Lorsquég’) et (BB’) sont paralléles,

ABB'A’ est un parallélogramme. S@t’ tel queAA’ = BB’ = CC’ : ACC”A’ et BCC”B’ sont donc des
paralléelogrammes et I'on &C) / (A’'C”) et (BC) / (B'C”); on termine comme précédemment. O

’
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2.4 Le théoreme de Pappus

Théoreme: soit A et A’ deux droites distinctes d’un plarfiime, A, B, C trois points distincts subelta,
etA’, B’, C’ trois points distincts suk’ (tous distincts du point d’intersection éventuelAletA’).
Alors, si (AB’) est parallele agA’) et si (BC’) est parallele agB’), alors CA’) est parallele aAC’).

preuve: si A et A’ sont sécantes dn: par le theoreme de Thales, le parallélisme AR’} et (A'B)
. IA B 1B IC o L
(resp.de BC’) et (B'C)) impligue —=— (resp.—=—). Par multiplication de ces égalités, on
o B IA IC’ IB
. IAIC , . . e s
obtient—=— et la réciproque du théoreme de Thalés implique &) est parallele aA’C).
Si A et A’ sont paralléles, I'hypothése du théoreme fait 2\ B’ et BCB'C’ sont des
, —> —_— —> —_— .. , L, A
parallelogrammes ; onAB = B’A’, BC = C’'B/, et par addition de ces égaliteAC = CA’; on en
déduit queACA'C’ est un parallelogramme et qu&Qd’) est parallele a4'C). m|
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2.5 Le théoreme de Merelalis

Théoreme: soit ABC un triangle non applati, é¥1, N, P trois points appartenant aux droites respectives

(AB), (AC), (BC), distincts des sommets @dBC. Alors : M, N, P alignése — m‘ P8 E =1

MB PC NA

preuve: (=) la parallele a f1P) passant pa€ coupe AB) enK. Le théoreme de Thales entraine :

PB_MBetNC_MK don mﬁs NC
PC MK NA MA_E;'EN_A
MA PB NC s "
(&) si M, N, P vérifient—.—.— = 1, notons{P’}=(MN) n (BC). Donc d’apres la condition
MB PC NA e _
nécéssaire du théoreme de Ménélags= MA P'B & =1, donc ﬁ 2& = M:A P B.E
_ MB P'C NA MB PC NA MB P’C NA
PB PB
donc—=—douP =P i
PC PC

2.6 Lethéoreme de Ceva

Théoreme: soit ABC un triangle non applati, € Q, Rtrois points appartenant aux droites respectives
(BC), (CA), (AB), distincts des sommets @dC. Alors '_ L
C RA
(AP), (BQ), (CR) sont concourantes ou paralle@s— —.—==-1
PC QA RB

remarque : ce theoréme implique que les médianes d'andié sont concourantes, car les trois rapports
figurant dans la relation donnée sont égaux a -1.

preuve:(=) on peut déduire le theoreme de Ceva de celui de Mésélai’les trois droites se coupent
enG, la droite CR) coupe les cdtés du trianghBP enC, G, R. Par le theoréme de Ménélais, on a

RA CB GP
—.—.— = 1. De méme, la droit coupe les cotés du trian C enB, G, Qdonc
RS P GA eBQ) coup gheP Q
GA BP QC C RA
::Q: = 1. En multipliant les deux égalités obtenues, on obH&atQ =-1
GP BC QA L PC QA RB
PB QC RA
(<) Réciproquement, supposol%sé QA % = —1. Si les droitesAP), (BQ), (CR) ne sont pas

paralléles, deux d’'entres elles, par exemplE)(et (BQ) se coupent en un poif. La droite CG)
coupe alorsAB) en un pointR’ : en efet si elle était parallele 3B), le theoreme de Thales

_ . PB QA i AB S . , N
mphqueraﬂi = —i car ces deux rapports sont egau(x;c%, ce qui impliquerait avec I'’hypothese

= 1 ce qui est absurde.



. o _ . RA RA _ .
Le théeoréme de Ceva dans le sens direct mphg&eQ— = -1, ce qui entraine==—, d'ou
C QA RB RB RB
R = R'. Les trois droites initiales concourent donc@n O

R Q

3 Complements

3.1 Changements 2006

Attention aux changements par rapport a I'année 2005itree ¢thange (anciennement : Théoreme de
Thales.Projection dans le plan et I'espace. Caraéire dfine des projection$. Plan en 2005 : apres le
théoréme de Thalés, les projections.

-En 2005, on pouvait présenter la legon de deux fagonis pgsenter le théoreme de Thales en premier
(preuve via mesure algébrique), puis les projectionsuf@e via le theoréme de Thales) : c’est le choix
dans cette lecon ; soit définir d’abord les projectionss pithéoreme de Thales via les projections).
-Pour plus d'infos sur les preuves des projections : cf. s&@®8.

3.2 Projection dans I'espace

—

Soit (E,_E)) un espaceféine. SiF est un sous-espacéiae deE, on noteF = A+F ={M e E,m e F}

Définition : soitF etG deux sous-espaceffiaes dekE de direction respectiveT§> et_G>, supplémentaires

dansE (eE=F®G:E=F+GetFNG={Og}).

La projection sulF parallelement B est l'applicationp: E — E telqueFn(M +8) = {M’}
M - M

Théoreme: la prOJectlonp surF parallelement & est dfine, autrement dit I'application vectorielle
associéer : B - P ouM = p(M) etN’ = p(N) est LINEAIRE.

T=MN - MN
Propri été: les projections conservent les barycentres, I'alignémesrapports des mesures algébriques,
les rapports des mesures vectorielles.

preuve: soit p application &ine, donc propriétés vraies (ce sont mémes des caaiiéris des
applications fines). m|



