Expo% 23 : Droites et plans de I'espace. Positions relativesispla
contenant une droite doaa.

Prérequis' : -géomeétrie plane
-Espaces vectoriels
-produit scalaire, produit vectoriel

Cadre de la lecon: (8:8)) espace fline.

1 Droites et plans de I'espace

1.1 Droite de I'espace

Définition : soit A un point, T # 0 vecteur de 'espace. La droite passantpat de vecteur directeur
T est I'ensemble des points de 'espace tel gke R, AM = k0. Notation :D(A, T)

Proposition : soientA,B distincts. Alors il existe une unique droite passant/fet B

1.2 Plan de I'espace

Définition : soit A un point, T # 0 un vecteur de I'espace. Le plan passantfat de vecteur normat
est l'ensemble des pointd du plan tel queAM. T = 0. Notation ‘P(A, 1)

Proposition : soientA, B, C distincts non alignés, alors il existe un unique plan patsgarA,B,C

remarque : soierd, B deux points distincts de I'espace. Alo’s 8) € P © D(A, AB) € P

2 Position relative de droites et de plans de I'espace

2.1 Position relative de deux droites

%
Définition : soit D(A, ), 2/ (A, U).
%
On dit que :D et?Y sont paralleles Sif etu’ sont colinéaires (notations // 7).
On dit que :D et D’ sont coplanaires si elles appartiennent & un méme plan.

Théoreme:

-siD J D' alorsD et sont coplanaires @b N D = @
SIDHD

— D ety coplanairesD N D" = {lI}

— Det?’ non coplanairesDN 9’ = @

preuve: si D(A,T) / DN, T), s0itB# Ac DetB # A € 0, soitP(AR)tq. ABA e P. D e P

e - —

doncu. 1 = 0. Montrons queY’ € P. B e 9’ doncik e Rtg. A’B’ = k.U’ ordp e Rtq. u’ = pU, donc
— —

Ja e Rtg. AB = a'U, doncA’B’ 1 =0, doncB’ € P(A', ) = P, etc. O

1Tapé par Gwendal le 161/2006. Réalisé aveéTgX, Inkscape pour les dessins.



2.2 Position relative de deux plans
Définition : soient soitP(A, 1), (A, ') distincts. On dit quéP/ si T etn’ sont colinéaires

Théoreme:

-SiP )P alorsPNP =@

SiP H#P alorsPNP =D

-P /| P o toute droite deP est paralléle a (au moins) une droitef®fe

2.3 Position relative d’'une droite et d’'un plan

Définition : on dira queD(A, T) etP(A', 1) sont paralléles Si.U = 0.
Théoreme:

-siD /P, alors soitD NP = @, soitD c Petdansceca® NP =D

SiD #PalorsDNP ={l}
-D | P o D paralléle & (au moins) une droite #e

3 Plan contenant une droite

Définition : soit D(A, T). On appelle faisceau de plan définis garensemble de tous les plans
contenantD.

remarque : toute droite est intersection de deux plansiteca

4 Compléments

4.1 Changements, bugs

-Attention aux changements. 2005 : Droites et plans dedesfquations. Positions relatives ; plans
contenant une droite donnée.

La lecon est ainsi legerement allegée (en particuliesréquations paramétriques).

Le paragraphe 3 perd beaucoup de son intérét (un peu creugpenser...

4.2 Produit vectoriel

On peut définir le produit vectoriel de plusieurs maniétié&rentes.

4.2.1 Cefinition classique

Définition (PropuiT MIXTE)

Soit E I'espace vectoriel orienté de dimension 3. On définit ledpit mixte ded, V, W (noté
[U,V,W]) par [4,V,W] := detg(T, V, W), oli B est une base orthonormée directeke.e produit
mixte est indépendant de la b.o.n Bechoisie.

Théoréme-Definition (Proburr vectorieL) : Pour tout couple de vecteuwt, V de_E>, il existe un unique

— —
vecteurV tel que pour tout vectedr deE, on a : [0, V, W] = V.W. Ce vecteur est appelé produit
vetoriel deU et'V, et notéU A V.



4.2.2 [efinitions plus geométrique

Définition (PropuiT VECTORIEL) :
. o, . - . .
Soientl etV deux vecteurs non-colinéaires Be et K un vecteur unitaire normal&(d, V) orientant

P(U, V). AlorsT AV := [TV sin(d, V). K

Définition (ProburT VECTORIEL TERRACHER) :

Soientd etV deux vecteurs d&. On appelle produit vectoriel d8 parV, le vecteur not&d A vV
défini ainsi :

-lorsquet etV sont colinéairesg AV =0

-lorsquet etV ne sont pas colinéaires, AV est orthogonal al etV (direction) ; [, V, U A V) est
une base directe (seng)i A V|| = |[U].IV|l.sin{U, V) (norme).

Définition (CooRDONNEES) :

a a bc’ — cby

soitﬁ[ b ]7[ of ] Alors le vecteuN’v[ ca —ac ] est appelé produit vectoriel d& parV, et est
c c ab’ —a'b

note A V.

4.2.3 Propriétés du produit vectoriel

Le produit vectoriel est bilinéaire, antisymétriquaeatée.
Dans la b.o.n (., TT<>) oud(xy, z)T/’(x Y.7Z), ona:
—d/\v-(yz )7 + (X2~ XZ')J + 0y - yX)k
Sl(l,],k)bondea alorsi A j = k J/\k: i, 0 A

4.3 Questions

-On introduit le plan avec le produit scalaire. Pourtantptss existent dans les espacénas non
euclidiens. Ou est le probleme ?

Il n'y a pas de probleme : on a fait le choix de définir les glaimsi car c’est plus simple a introduire
d’un point de vue pédagogique. De plus, on peut toujoursitej un produit scalaire a un espadiénz.

-Comment savoir siif, V, W) directe ? Soit avec le bonhomme d’ampére (orientatiorsibte en secon-
%

daire, naive), soit avec le déterminaniet(d, V, W) > 0 dans la basei(, ], k), I'espace étant supposé

orienté (dans le sens direct) par ce triplet.



