, : z—a .
Expos 19 : Etude de la fonctioh: z+— — oua,b,zeC.

Lignes de niveaux pour le module et I’argu_ment de la foncfion
Applications.

Prérequis' : -nombres complexesffixes, module, arguments, représentations géomeétjiques
-propriétés des similitudes
-expressions complexes des transformations du plan
-équations complexes des droites et des cercles
-continuité, dérivabilité, intégrale
-barycentre, cocyclicité, produit scalaire
-théoréme de I'arc capable

Cadre: (P,T:’)) plan dfine euclidien, muni d’un repere orthonorm@,(_i>,_j)). SoientM, A, B, C quatres points de
P d’affixes respectiveg a, b, ¢
Niveau: Terminale S

. Z—a .
1 Etude de la fonctionf : z+— p— ouab,zeC,z#b
1.1 Bijectivité
D:=C-{b}. Sia= balorsf est constante égale a 1.
Théoreme: Sia # b, I'application f : C-{b} — C-{1} est une bijection, de fonction réciproque

a—bz
12 = 1=

zZ—a
reuve.Z= —o Z(z-b=z-aez=
preuve: Z = -—p © Z(z-b) ©2=7

z-a
avecZ # 1. Deplusa=b e " 1 donc
Z = 1 n'admet aucun antécédent garet nombre complexg # 1 possede un unique antécédent, a
_ a-bz _ L i .
savoirz = 1-7 (il'y a bien bijection car on a trouvé la fonction récipreju m]

2 Etudes des transformationsy assoceesa f

Proposition :f se décompose eh= fyo fzo fo 0 f; OU :
fi: C — cC ,f,: C-{0} - C-{0},f3: C — C etfy: C — C
z - z-b 7 1 z » (b-a)z z » z+1
Tz

Notation : on appelle, ¢1, p2, ¢3, ¢4 les applications d® associées respectivement, &, fy, f3, 4
Remarque {1 et p4 sont des translationgg est une similitude directe de centeet de rapporib — al
donc les cercles sont transformés en cercles, et les slemiteroites (paralleles) par ces applications. Le
seul cas non trivial est,

1Expose tapé et présenté par Gwendal Haudebourg1€/2006, corrigé par M.Q. Réalisé avéggX.



Lemme: soient une droiteD et le cercleC(l,r), r > 0. Alors :

() Si O € D: (D - {O}) est une droite passant par privé deO.
(i) Si O ¢ D : a(D) est un cercle passant par privé deO.

(iii) Si 1 = O: ¢2(C) est le cercle2(O, %).

(iv) SiO € C: ¢2(C — {O}) est une droite ne passant pas @ar
(V) SiO ¢ C : ¢2(C) est un cercle ne passant pas Qar

Théoreme: soient une droiteD et le cercleC(l,r), r > 0. On noteC le point d'dfixe 1. Alors :
() Si B € D: (D - {B}) est une droite passant pay privé deC.
(i) Si B ¢ D : (D) est un cercle passant pay privé deC.

(ii) Si | = B: o(C) est le cercle’(C, °= %)

(iv) Si B € C: ¢(C - {B}) est une droite ne passant pas @ar
(v) SiB ¢ C: ¢(C) est un cercle ne passant pas @ar

3 Lignes de niveaux

3.1 Pourle module

Définition : on appelle ligne de niveau de module fdassocié au réeddI'ensemble
z—-a
Ex = {(M(9tg.ze C - {b}, |m| =k}

Proposition :

-Sik<0,Ex=¢

-Sik =0, Ex = {A(a)}

-Sik =1, Ex = med[AB]

-Sik # 1,k > 0, Ex est le cercle de diamétré]]
oul = bar{(A, 1); (B,K)} etJ = bar{(A, 1); (B, —Kk)}

preuve: sik=1,z< E; © MA = MB. Cela montre qu&; est la médiatrice deB]
. —5 VT — —_— . — —
sik#1,k>0,z€ Ex & MA=kMB o MA? = MB? & (MA + k. MB).(MA-kMB) = 0
o (1+K).MI.(1-Kk).MJ =0 oul = bar{(A 1); (B,K)} etJ = bar{(A, 1); (B, -k)} &
(1 +K).(1-KMI.MJ = 0 & MI.MJ = 0 doncEy est le cercle de diamétre]] O

3.2 Pourl'argument

Posong, = (M(2tg.ze C — (b}, arg(g) = ofx]} etG, = {M(Atq.ze C — (b}, arg(g) = o[27])

Proposition :

(i) Si @ = O[r], alorsF, = (AB) — {A, B}

(i) Si @ = 0[2n], alorsG, = (AB) — [AB]

(iii) Si a = n[2n], alorsG, =]AB[

(iv) Sia # O[x] : soit T € P tel que AT, AB)=a[27], alorsF, = C-{A, B} ouC est le cercle passant par
AetB et tangent el a (AT)

(v) Sia # 0[21] : G, est I'arc capable deAB] associé . C'est I'arc ouvert AB[ de C contenu dans le
demi-plan de frontiereAB) ne contenant pae.

preuve: (i), (ii) et (iii) évidentes. (iv) soiflT € P tel que (ﬁ) ﬁ):a[Zn], etC le cercle décrit ci-dessus.
Soit B’ le point diametralement opposé\a(AT) est tangente & en A donc (@) A@) = g — a[2n]. Le



) —_—) — JT T . . N , N
triangle ABB’ est rectangle eB donc B’A,B'B) = 7 — 5" (E —a) = a[2x]. Ainsi, d'apres le théoreme

. z-a
de I'arc capable YM € C, (MB, MA) = ofx] ie arg(>—) = alx]
(v) idem en rappelant que les mesures principales qui somtédne signe se situent dans le méme

demi-plan. m]
4  Applications

4.1 Alignement
Montrez queA, B, M alignés sisif(2) e R

4.2 Orthogonalité

Montrez que BM) L (AM) sisi f(2) est un imaginaire pur

4.3 Cocyclicie

Montrez queM(2), A(a), B(b), C(c) sont alignés ou cocycliques si%% €ER

4.4 Demi-plan

Soitf: C-{i} — C Montrez quef envoie le demi-plan supérieur sur le disque unité ouvert
z-i
Z - —

i Z+i
(centré en O).

5 Complements

5.1 Applications

— —

(1) A B, M alignés ie AB, AM)=0[x] & arg(i;_z) O[] © arg(f(2) = O] & f(2) € R

(2) A B. M alignés ie BB, AM)=[x] & arg(Z—) = [l & arg(f(2) = 5[]
< f(2) est un imaginaire pur

(3) M, A, B, C alignés ou cocycliques i{B, MA) = (CB, CA)[r] & arg(%‘;‘) - arg(i%g)[n]
o arg(f(@2) = arg(f(@)l] & arg(12) = O[] & 12 e &

f(c) f(c)

(4) Demi-plan : soitM(2), A(i), B(-i). Dans le repéreCQ,_i),_j)), onalf(2)| = m—g De plus, O,_i)) estla
médiatrice du segmenf\B]. On sait que (régionnement du plan par une médiatrice) :
P*={MeP,MA< MB},A={Me P, MA= MB}etP ={M e P, MA> MB}.

Donc siM € P*, alors|f(2)| < 1, doncf(M) appartient au disque ouvert unité.Ainsi, tout point du
demi-plan supérieur est envoyé dans le disque ouvel gmidis on n’a pas montré que le disque ouvert
est entierement atteint, etc. a finir...).

5.2 Etudes des transformationg assoceesa f
5.2.1 Equation complexe d’'une droite et d’un cercle

Proposition :



(i) Pour toute droiteD du plan, il existe@,r) e C* x RtelqueM(@ € D © w.z+ wZz+r =0

(i) Réciproguement, pour tout couple,(r) € C* xR, {M(2) € P,w.z+ wZ+r = 0} est une droite de
vecteur norman (w)

(iiif) Pour tout cercleC de®, il existe w,k) e CxRtelque :M(2 eC © 2Z-w.z—wZ+k=0

(iv) Réciproguement, pour tout couple,k) e Cx R, {M((@2 e P,zZ-w.z— w.Z+ k= 0} est:
-L’ensemble vide sjw|? < k

-(Q(w)} silwl® =k

-Le cercle de centr®(w), de rayony/|w|? — k si |w|2 > k

preuve: (i) soit D une droite du plan dont une équation @str by + ¢ = 0 avec 4, b, c) € R3 et

(&, b) #(0,0). On pose = x+iyetw =a+ib

M@QeDosax+by+c=0sRe(wz) +c=0

doncM(9d e D & E(wz+w2)+c: O wz+wz+2c=0s %(Dz+w2)+c: O wz+wz+r=0
(ii)) On posez = x + iyetw a+ib

{(M(2 e P,wz+ wz+r1 =0}={M(2 € P, 2Re(w2) + p = 0}={M(2) € P, 2(ax + by) + p = 0}

={M(2) e P,ax + by + g = O} ce qui est bien I'equation d’'une équation d’'une droitetdevecteur

normal estii = (a, b)

(i) Soit C le cercle de centr@(w), de rayonR, avecw = a+ib

M@eCe OM?’ =R e |z-wl=R e z-wiZ-0) =R e Z-wzl-wz+ow=R°
M2eCo Z-wi-wz+a®+b>-R2=0

DoncM(2) € C © ZZ—- wz—wz+k = 0 en posank = a® + b? - R?

(iv) On posez= x+iyetw =a+ib

22—w2—52+k:O@x2+y2—2(ax+by)+k:0

Z-wi-wz+k=0e (x-a)2+(y-h)?2- b2+k:0

Z-wi-wz+k=0e (x—a)?+(y-b?= |w|2

-si|w|? < k, alors il N’y a pas de solution.

-si|w|® = k, alors k—a)? + (y — b)?> = 0= (x,y) = (a b), d’ol unique poinQ(w)

-si|w|? > k, alors on pos&? = |w|? — k, et on obtient I'équation du cercle de rayBret de centre
Q(w). O

_ i _ _ L _ 1
preuve: (Lemme) (i) une équation d’une droif@ passant paD s'écritw.z+ w.z= 0. Or f»(2) = >
wW.Z+ Zw

doncy(D — {O}) a pour équationcg + % =0
d’'une droite passant p&, privé deO

(i) idem avecD : w.z+ w.Z+ p = 0. On obtient alor&.z+ w.z+ p.2zz = 0 qui est I'équation d’un cercle
passant paD, privé deO

(iii) On cherche limage d€(O, r) par .. L'équation du cercle est donzz—r? = 0 (carw = 0 et

=0& w.z+ zw = 0 ce qui est I'equation

1

r = V—k). En appliquantf,, on obtient : - r’P=0e1-r222=027- == 0 ce qui est

i : 1
I'équation d’'un cercle de centf@ et de rayonF

o 1 . : i .
(iv) idem aveaC(O, F) 12Z— w.Z— w.z= 0. On obtient alorev.z+ w.z— 1 = 0 qui est 'équation d’'une
droite ne passant pas par
(V) SiO¢C,alorsC:z2Z- w.z—w.z+ k=0 aveck # 0. On obtient alorgz— < e Z— =0qui
est I'équation d’un cercle ne passant pasQar m|
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