
Expośe 19 : Etude de la fonctionf : z 7→ z − a
z − b

où a, b, z ∈C.

Lignes de niveaux pour le module et l’argument de la fonctionf .
Applications.

Prérequis1 : -nombres complexes (affixes, module, arguments, représentations géométriques)
-propriétés des similitudes
-expressions complexes des transformations du plan
-équations complexes des droites et des cercles
-continuité, dérivabilité, intégrale
-barycentre, cocyclicité, produit scalaire
-théorème de l’arc capable

Cadre: (P,−→P) plan affine euclidien, muni d’un repère orthonormal (O,
−→
i ,
−→
j ). SoientM, A, B,C quatres points de

P d’affixes respectivesz, a, b, c
Niveau: Terminale S

1 Etude de la fonction f : z 7→ z − a
z − b

où a, b, z ∈C, z , b

1.1 Bijectivité

D f=C−{b}. Si a = b alors f est constante égale à 1.

Théorème: Si a , b, l’application f : C-{b} → C-{1} est une bijection, de fonction réciproque

f −1(z) =
a − bz
1− z

preuve: Z =
z − a
z − b

⇔ Z.(z − b) = z − a⇔ z =
a − bZ
1− Z

avecZ , 1. De plusa = b⇔
z − a
z − b

= 1 donc

Z = 1 n’admet aucun antécédent parf , et nombre complexeZ , 1 possède un unique antécédent, à

savoirz =
a − bZ
1− Z

(il y a bien bijection car on a trouvé la fonction réciproque). �

2 Etudes des transformationsϕ assocíeesà f

Proposition :f se décompose enf = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 où :
f1 : C → C

z 7→ z − b
, f2 : C − {0} → C − {0}

z 7→
1
z

, f3 : C → C

z 7→ (b − a).z
et f4 : C → C

z 7→ z + 1

Notation : on appelleϕ, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 les applications deP associées respectivement àf , f1, f2, f3, f4
Remarque :ϕ1 et ϕ4 sont des translations,ϕ3 est une similitude directe de centreO et de rapport|b − a|
donc les cercles sont transformés en cercles, et les droites en droites (parallèles) par ces applications. Le
seul cas non trivial estϕ2

1Exposé tapé et présenté par Gwendal Haudebourg le 11/10/2006, corrigé par M.Q. Réalisé avec LATEX.
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Lemme : soient une droiteD et le cercleC(I, r), r > 0. Alors :
(i) Si O ∈ D : ϕ2(D− {O}) est une droite passant parO, privé deO.
(ii) Si O < D : ϕ2(D) est un cercle passant parO, privé deO.

(iii) Si I = O : ϕ2(C) est le cercleC(O,
1
r

).

(iv) Si O ∈ C : ϕ2(C − {O}) est une droite ne passant pas parO.
(v) Si O < C : ϕ2(C) est un cercle ne passant pas parO.

Théorème: soient une droiteD et le cercleC(I, r), r > 0. On noteC le point d’affixe 1. Alors :
(i) Si B ∈ D : ϕ(D− {B}) est une droite passant parC, privé deC.
(ii) Si B < D : ϕ(D) est un cercle passant parC, privé deC.

(iii) Si I = B : ϕ(C) est le cercleC′(C,
|b − a|

r
).

(iv) Si B ∈ C : ϕ(C − {B}) est une droite ne passant pas parC.
(v) Si B < C : ϕ(C) est un cercle ne passant pas parC.

3 Lignes de niveaux

3.1 Pour le module

Définition : on appelle ligne de niveau de module def associé au réelk l’ensemble

Ek = {M(z)tq.z ∈ C − {b}, |
z − a
z − b

| = k}

Proposition :
-Si k < 0, Ek = φ

-Si k = 0, Ek = {A(a)}
-Si k = 1, Ek = med[AB]
-Si k , 1, k > 0, Ek est le cercle de diamètre [IJ]
où I = bar{(A, 1); (B, k)} et J = bar{(A, 1); (B,−k)}

preuve: si k = 1, z ∈ E1⇔ MA = MB. Cela montre queE1 est la médiatrice de [AB]

si k , 1, k > 0, z ∈ Ek ⇔ MA = k.MB⇔ −−→MA2 = k2.
−−→
MB2⇔ (

−−→
MA + k.

−−→
MB).(

−−→
MA − k.

−−→
MB) =

−→
0

⇔ (1+ k).
−−→
MI.(1− k).

−−→
MJ =

−→
0 où I = bar{(A, 1); (B, k)} et J = bar{(A, 1); (B,−k)} ⇔

(1+ k).(1− k)
−−→
MI.
−−→
MJ = 0⇔ −−→MI.

−−→
MJ = 0 doncEk est le cercle de diamètre [IJ] �

3.2 Pour l’argument

PosonsFα = {M(z)tq.z ∈ C − {b}, arg(
z − a
z − b

) = α[π]} etGα = {M(z)tq.z ∈ C − {b}, arg(
z − a
z − b

) = α[2π]}

Proposition :
(i) Si α = 0[π], alorsFα = (AB) − {A, B}
(ii) Si α = 0[2π], alorsGα = (AB) − [AB]
(iii) Si α = π[2π], alorsGα =]AB[

(iv) Si α , 0[π] : soit T ∈ P tel que (
−−→
AT ,
−−→
AB)=α[2π], alorsFα = C-{A, B} oùC est le cercle passant par

A et B et tangent enA à (AT )
(v) Si α , 0[2π] : Gα est l’arc capable de [AB] associé àα. C’est l’arc ouvert ]̂AB[ deC contenu dans le
demi-plan de frontière (AB) ne contenant pasT .

preuve: (i), (ii) et (iii) évidentes. (iv) soitT ∈ P tel que (
−−→
AT ,
−−→
AB)=α[2π], etC le cercle décrit ci-dessus.

Soit B′ le point diamètralement opposé àA. (AT ) est tangente àC enA donc (
−−→
AB,
−−→
AB′) =

π

2
− α[2π]. Le
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triangleABB′ est rectangle enB donc (
−−→
B′A,
−−→
B′B) = π − π

2
− (
π

2
− α) = α[2π]. Ainsi, d’après le théorème

de l’arc capable :∀M ∈ C, (
−−→
MB,
−−→
MA) = α[π] ie arg(

z − a
z − b

) = α[π]

(v) idem en rappelant que les mesures principales qui sont dumême signe se situent dans le même
demi-plan. �

4 Applications

4.1 Alignement

Montrez queA, B,M alignés sisif (z) ∈ R

4.2 Orthogonalité

Montrez que (BM) ⊥ (AM) sisi f (z) est un imaginaire pur

4.3 Cocyclicit́e

Montrez queM(z), A(a), B(b),C(c) sont alignés ou cocycliques sisi
f (z)
f (c)
∈ R

4.4 Demi-plan

Soit f : C − {i} → C

z 7→
z − i
z + i

Montrez quef envoie le demi-plan supérieur sur le disque unité ouvert

(centré en O).

5 Compléments

5.1 Applications

(1) A, B,M alignés ie (
−−→
AB,
−−→
AM)=0[π] ⇔ arg(

z − a
b − a

) = 0[π] ⇔ arg( f (z)) = 0[π] ⇔ f (z) ∈ R

(2) A, B,M alignés ie (
−−→
AB,
−−→
AM)=

π

2
[π] ⇔ arg(

z − a
b − a

) =
π

2
[π] ⇔ arg( f (z)) =

π

2
[π]

⇔ f (z) est un imaginaire pur

(3) M, A, B,C alignés ou cocycliques ie (
−−→
MB,
−−→
MA) = (

−−→
CB,
−−→
CA)[π] ⇔ arg(

z − a
z − b

) = arg(
c − a
c − b

)[π]

⇔ arg( f (z)) = arg( f (c))[π] ⇔ arg(
f (z)
f (c)

) = 0[π] ⇔ f (z)
f (c)
∈ R

(4) Demi-plan : soitM(z), A(i), B(−i). Dans le repère (O,
−→
i ,
−→
j ), on a| f (z)| = MA

MB
. De plus, (O,

−→
i ) est la

médiatrice du segment [AB]. On sait que (régionnement du plan par une médiatrice) :
P+ = {M ∈ P,MA < MB}, ∆ = {M ∈ P,MA = MB} etP− = {M ∈ P,MA > MB}.
Donc si M ∈ P+, alors | f (z)| < 1, donc f (M) appartient au disque ouvert unité.Ainsi, tout point du
demi-plan supérieur est envoyé dans le disque ouvert unité (mais on n’a pas montré que le disque ouvert
est entièrement atteint, etc. à finir...).

5.2 Etudes des transformationsϕ assocíeesà f

5.2.1 Equation complexe d’une droite et d’un cercle

Proposition :
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(i) Pour toute droiteD du plan, il existe (ω, r) ∈ C∗ × R tel queM(z) ∈ D ⇔ ω.z + ωz + r = 0
(ii) Réciproquement, pour tout couple (ω, r) ∈ C∗ × R, {M(z) ∈ P, ω.z + ωz + r = 0} est une droite de
vecteur normal−→n (ω)
(iii) Pour tout cercleC deP, il existe (ω, k) ∈ C × R tel que :M(z) ∈ C ⇔ z.z − ω.z − ω.z + k = 0
(iv) Réciproquement, pour tout couple (ω, k) ∈ C × R, {M(z) ∈ P, z.z − ω.z − ω.z + k = 0} est :
-L’ensemble vide si|ω|2 < k
-{Ω(ω)} si |ω|2 = k
-Le cercle de centreΩ(ω), de rayon

√
|ω|2 − k si |ω|2 > k

preuve: (i) soitD une droite du plan dont une équation estax + by + c = 0 avec (a, b, c) ∈ R3 et
(a, b) , (0, 0). On posez = x + iy etω = a + ib
M(z) ∈ D ⇔ ax + by + c = 0⇔ Re(ωz) + c = 0

doncM(z) ∈ D ⇔ 1
2

(ωz + ωz) + c = 0⇔ ωz + ωz + 2c = 0⇔ 1
2

(ωz + ωz) + c = 0⇔ ωz + ωz + r = 0

(ii) On posez = x + iy etω = a + ib
{M(z) ∈ P, ωz + ωz + r = 0}={M(z) ∈ P, 2Re(ωz) + ρ = 0}={M(z) ∈ P, 2(ax + by) + ρ = 0}
={M(z) ∈ P, ax + by +

ρ

2
= 0} ce qui est bien l’équation d’une équation d’une droite dont le vecteur

normal est−→n = (a, b)
(iii) Soit C le cercle de centreΩ(ω), de rayonR, avecω = a + ib
M(z) ∈ C ⇔ ΩM2 = R2⇔ |z − ω|2 = R2⇔ (z − ω)(z − ω) = R2⇔ zz − ωz − ωz + ωω = R2

M(z) ∈ C ⇔ zz − ωz − ωz + a2 + b2 − R2 = 0
Donc M(z) ∈ C ⇔ zz − ωz − ωz + k = 0 en posantk = a2 + b2 − R2

(iv) On posez = x + iy etω = a + ib
zz − ωz − ωz + k = 0⇔ x2 + y2 − 2(ax + by) + k = 0
zz − ωz − ωz + k = 0⇔ (x − a)2 + (y − b)2 − a2 − b2 + k = 0
zz − ωz − ωz + k = 0⇔ (x − a)2 + (y − b)2 = |ω|2 − k
-si |ω|2 < k, alors il n’y a pas de solution.
-si |ω|2 = k, alors (x − a)2 + (y − b)2 = 0⇒ (x, y) = (a, b), d’où unique pointΩ(ω)
-si |ω|2 > k, alors on poseR2 = |ω|2 − k, et on obtient l’équation du cercle de rayonR et de centre
Ω(ω). �

preuve: (Lemme) (i) une équation d’une droiteD passant parO s’écritω.z + ω.z = 0. Or f2(z) =
1
z

doncϕ2(D − {O}) a pour équation
ω

z
+
ω

z
= 0⇔ ω.z + zω

z.z
= 0⇔ ω.z + z.ω = 0 ce qui est l’équation

d’une droite passant parO, privé deO
(ii) idem avecD : ω.z + ω.z + ρ = 0. On obtient alorsω.z +ω.z + ρ.z.z = 0 qui est l’équation d’un cercle
passant parO, privé deO
(iii) On cherche l’image deC(O, r) parϕ2. L’équation du cercleC est doncz.z − r2 = 0 (carω = 0 et

r =
√
−k). En appliquantf2, on obtient :

1
z.z
− r2 = 0⇔ 1− r2.z.z = 0⇔ z.z −

1

r2
= 0 ce qui est

l’équation d’un cercle de centreO et de rayon
1
r

(iv) idem avecC(O,
1
r

) : z.z − ω.z − ω.z = 0. On obtient alorsω.z + ω.z − 1 = 0 qui est l’équation d’une

droite ne passant pas parO.

(v) Si O < C, alorsC : z.z − ω.z − ω.z + k = 0 aveck , 0. On obtient alorsz.z − ω
k
.z − ω

k
.z +

1
k
= 0 qui

est l’équation d’un cercle ne passant pas parO. �
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