Expos 11 : PGCD et PPCM de deux entiers naturels. Nombres
premiers entres eux. Applications. lllustration avec lawdatrice.

Prérequis’ :

-Notion de diviseur multiple et de nombre premier

-Division Euclidienne dans!

-Toute partie non vide d& admet un plus petit €lément

-Toute suite décroissante teest stationnaire a partir d’'un certain rang

Cadre : &, b) € N2, On se place daris$ (on pourra prendrea( b) # {(0, 0)} pour éviter les problémes de pgcd nons
définis).

1 PGCD

1.1 Deéfinition et calcul du PGCD

Définition : Tout entier divisant a la foia etb est appelé diviseur commun det deb.

Notation : On noteraDiv{a, b} I'ensemble des diviseurs communs&t b (et Div{c} 'ensemble des
diviseurs de, c € N).

Lemme : Soitr le reste de la division euclidienne dgarb, b # 0. Alors : Div{a, b} = Div{b, r}

Theoreme :1l existe un unique entied plus grand élement deiv{b, r} pour la relation "est diviseur de”,
et on aDivi{b, r} = Div{d}.

Définition : d est appelé le plus grand diviseur @etb, noté pgcd(a, b) = d

preuve(THEOREME) :

ExistenceSib = 0, Div{a, b} = D{a}, sia = 0, Div{a, b} = D{b}. Supposons qua>b > 0

Si bla, alorsDiv{a, b} = Div{b}, sinon3!(gs,r1), a = bgs + r1, 0 > r; > b par division euclidienne.
Par le lemme, on ®iv{a, b} = Div{b,r1}. On poseb = rq, et I'on construit ainsir)n, (gn)n tels que
ro =10y + 2, n-1 = M0ns1 + Ms1 avec 0< rp < rp. Or (r)n €St une suite strictement décroissante et
minorée (positive) d&, donc3k € N tel query # 0 etri,1 = 0 (et¥n > K + 1,r, = 0)r¢_1 est donc le
dernier reste non nul.

DoncDiv{a, b} = Divib,r1} = ... = Divirg_o, rk-1} = Div{rg_1}.

Unicité Supposons gu'il existe deypged(a, b) = d; etd,

dijaetdibord, = pgcd(a, b) = d4|d>

dyla etdy|b ord; = pged(a, b) = dy|d; doncd; = do

En fait, la preuve est constructive car en plus de prouvedisfence dupgcd, elle nous donne une
méthode pour I'obtenir.

!exposé a été présenté a Bordeaux(1) en fevrieb2@0 Johann, corrigée par M.B, et a été tapé par Gweraladiebourg.
Il s’inspire tres largement d’'un exposé de Lionel. R&atvecATEX. Mise a jour le 3107/2007



1.2 Propriétés du PGCD
Trois propriétés importantes :
1. pgcd(a, b) = pged(b, @) (cOMMUTATIVITE)
2. pgcd(na, nb) = n.pgcd(a, b)
3. pgcd(a, pged(b, ¢)) = pged(pged(a, b), €) (AssocIATIVITE))

preuve
(2) : on multiplie pam toutes les divisions euclidiennes de I'algorithme d’'Edeli
na = nbq+nr,nb=nrqgy + Nry, Nr = Nregp + Nra..Ny_2 = Ny_10n
doncpged(na, nb) = n.ry_1 = n.pged(a, b)

Deux autres propriétéspged(a, 0) = aetpged(a, 1) = 1

1.3 Nombres premiers entres eux

Définition : aetb sont dits premiers entres euxpcd(a, b) = 1

1.3.1 Theoreme de Bezout

Théoréme de Bezout a etb sont premiers entres ewx= 3(u,V) € Z? tels queau + bv = 1

preuve(THEOREME DE BEzour) :

Siau + bv = 1 alors toute division da etb divise 1, donc est égale a 1, dopged(a, b) = 1
Réciproquementpged(a, b) = 1, donc dans 'algorithme d’euclidey_1 = 1

On va vérifier par récurrecne sorque lesry, sont combinaisons linéaires detb
r=a-bg,ri=b-qur =b-qa+bgg = —qma+ (L +qqy)b, ro = r — rige, donc on suppose que
Yk < m, Jug, v € N tels query = auy + bw.

Ml = me1 = FmOme1 = (QUm-1 + BVm-1) — (QUm + BVm).Ome1 = a(Um-1 — UmGm+1) + B(Vm-1 — VmGmy+1),

donc de méme&l(u,v) tqrn_1 = 1=au+ bv

Corollaire : pged(a, b) = 1 etpged(a,c) = 1 = pged(a, be) =1

1.3.2 Theoreme de Gauss

Théoreme de Gauss Si pgcd(a, b) = 1 et sialbc alorsalc

preuve :au+bv=1= auc+bvc = c= alaetabc = alc

2 PPCM

2.1 Deéfinitions-Théoremes

Définition : Tout entier multiple a la fois da et deb est appelé multiple commun deetb
Notation :mult {a, b}

Théoreme : 1l existe un unique entiem plus petit elément denult {a, b} pour la relation divise, tel que
mult {m} = mult {a, b}

Définition : m est appelé le plus petit multiple communalet deb, et est not@pcm(a, b) = m



preuve(THEOREME) : ON Suppose quaoub n'est pas nul (sa = b = 0 = m+ 0 trivial)

Existence on au € mult(a,b) © du,ve Nu=ua=vb

Notonsd le pged(a, b) et posonsa = da’ etb = db’, donc on aua’ = vb’ avecpged(a’,b’) = 1. Par
Gaussdwtqu = wh’ doncuy = ua = wda’'by’.

Réciproquementy = wda’b’ entraine I'existence de etvtq u = ua = vb, doncu € mult(a,b) o
dw, u = wda’b’ & u € mult(da’b’). On posem = da’'b’

Unicité : mult(m) = mult(nY) & Ju,v € Ntgm = um’ et
= u=v=1carm=# 0doncm=nr.

vmdolum= um= m = uvm

2.2 Propriétes
1. m(a,b) = m(b,a)
2. m(a, m(b, ¢)) = m(m(a, b), c)
3. m(ka, kb) = k.m(a, b)

2.3 Relation entre ppcm et pgcd
Théréme : ppcm(a, b).pged(a, b) = ab

preuve : dans le théoréeme, on a trouvé que- da’ty = md = da’db’ = ab

3 Applications

3.1 Fraction

. a L, , o .
Toute fraction— peut s’écrire sous la forme d’une fraction irréductible :

a &' .pged(a, b) _ a o
b~ b.pgcd(ab) b avecpged(a’,b’) =1

3.2 Equations diophantiennes

Résolution dan& deax+ by = ¢, (a,b) € N*

L'équation admet des solutions @icd(a, b)|c

Soitd = pged(a, b), a=da’, b= db'. d(@x + by') = ¢ = dlcetc = dc’. pged(@’,b’) = 1 = 3(u,v) € Z2
tg.a@u+bv=1

d'ou a(c’u) + b(c'v) = ¢ donca(c’u) + b(c’v) = c donc 'u, cv) est solution de I'équation.
Résolution de I'eéquation x§, yo) solution particuliere.

V(X y) € Z? a (X — %) = b'(y — o). b'|a’(x — xo) et pged(@’, b)) = 1 impliqueb’|(x — %) donc 3k tq.
X— Xg = kb'.

a|b’'(y — yo) et pged(a’, b’) = 1 impliqued’|(y — yp) doncak’ tq.y — yp = &'k’

doncx=kb' + xp ety = Ka +yg

3.3 +/p, avecp premier, est irrationnel

Montrons par I'absurde qug/p ¢ Q :

2
Supposons qu'il existea(b) € Z2tq. \/p = 8 ona alorsp = % doncpb? = a2 doncp|a? or p premier

b
doncpla (lemme de Gauss)
De plus,a = pg doncpb? = p?c?, b® = pg? d’oul plb.
Or pged(a, b) = 1 d’ou la contradiction (capja et p|b).



4 Complements

4.1 Un procédé de recherche : I'algorithme d’Euclide

Algorithme pour la calculatrice (on prendra comme en&réeb, b # 0)

Entréea, b
a—p
b—q
a- E(%).b SR
1-K
Tant queR # 0O faire
Q-P
R—-Q

P
P- E(a).Q —R
K+1-K
Fin tant que
AfficherK, Q

ex:pgcd(1312281912)=4,K =9

4.2 Application

On peut aussi mettre les congruences comme applicationsalcEcrit 20052006)
Un autre point de vue peut-étre pris pour cette lecon epai¢ la relation d’orde|”
4.3 Commentaires M.B.

Toute partie non vide d& admet un plus petit Elément : c’est ce que I'on appetie structure de bon
ordre (la relation d’odre suN étant " (div. Eulclidienne— odre partiel) ou ¥” (ordre total).

Toute ensemble peut-étre muni d’'une structure de boreerdxiome du choix
Axiome du choix: (E;); ensembleE; # @. Alorsil existef : | — g Ei
i > f(@)eg

Quand ;) infini, on est incapable d’exhiber une telle fonction (ef%.:

4.4 Exercices sup@mentaires

L’ensemble{Zn +1,2n° + 2n} est composé de couple d’entiers premiers entres eux :

2 +2n=n2n+1)+n

n= %(Zn +1)-— %

donc ¥ + 2n = (n + %)(Zn +1)- % donc (h+1)(2n+1)-2(2%+2n) =1

d’ot pged(2n? + 2n,2n + 1) = 1 Cela montre par ailleurs qu'il existe une infinité de cespg, b) de
nombres premiers.

De méme pour I’ensemb{é!n +5 M +5n+ 6} :

N +5n+6 | 2n+5




50 1
doncn? +5n+6 = (2n+ 5)(% + Z) -3
d'otl —4(n? + 5n + 6) — (2n + 5)(n + 5) = 1 d'oli pged(2n + 5,n% + 5n + 6) = 1



