Expos 25 : Equation cagsienne d’une droite du plan. Prebie
d’intersection, paralllisme. Condition pour que trois droites
soient concourantes

Prérequist:  -D(A,T) droite du plans 3A € P, 3T # 0 tel queD = (M € P, Ik € R tq. AM = k T}
-colinéarité de deux vecteurs : les vectéUix, y) et V(x, y') sont colinéairess det(d, V) = 0
X X

-deux droites sont paralleles ssi leurs vecteurs direst&nt colinéaires

ie

— . N rdard
Cadre: on se place dan$’( #) plan dfine muni d’un reper® =(0, i, j)

1 Equation cartésienne d’une droite du plan

1.1 Cas gnréral
Théoréme: (i) Soit D une droite du plan. Il existea(b, ¢) € R?, (a, b) # (0, 0) tq.
M(x,y) e D = ax+by+c=0

(ii) Réciproquement, soienab, ¢) € R tq. (a, b) # (0,0). LensemblgM(x,y) € P, ax + by + ¢ = 0} est une
droite D de vecteur directet (b, a)

preuve: (i) soit D(A, T) la droite du plan passant pafxo, Yo) et de vecteur directell («; 5).

M(x,y) € D & AM et colinéairess det(AM, T) = 0 & B(X — Xo) — a(y — Yo) = 0
M(X,y) e D o Bx—ay—-BX +ayy =0 ax+by+c=0(aveca= B, b= —aetc = ays — BX).
(i) Soit D := {M(x,y) € P,ax + by + ¢c = 0}. D est clairement non vide. SoM(Xo, Yo) € D etM(X,y) € D ie

—

axg + byo + ¢ = 0 etax+ by + ¢ = 0 d'oliax + by + ¢ = axy + byo + ¢ & a(x - Xo) + b(y - yo) = 0 & det(U, AM)
;b ;_;(O ' — 0 0UT(~b, &) et AM (X — Xo, Y — o) donc bien une droité(A, T) -
— YO

Définition : L'écritureax + by + ¢ = 0 avec &, b) # (0, 0) est appelé I'équation cartésiennefdeOn note
D:ax+by+c=0

1.2 Equation réduite

Proposition : si © non parallele aco,T), elle posséde ungnique équation de la formg = mx + p (1)

preuve: (existence) soiD une telle droiteD a pour équation cartésienag + by + ¢ = 0 avec &, b) # (0,0), et

pour vecteur directedd (~b, a) non colinéaire a_j>(0, 1)ie det(U,_j)) = ;b 2 ’ # 0doncb # O ety = _—ax -C

b
(unicité : évident) m|

Définition : (1) est appelée équation réduite®em est le cofficient directeur deD, et p 'ordonnée a I'origine
deD.

remarque:siD / (O,_j)), alors elle admet une équation de la forre C, C € R. En fet, siti(a, b) = (0, m)
dirige D, alorsM(x,y) € D & ax+ by + ¢ = 0 avecb = 0 doncx = _Tac =C

1Exposé fortement inspiré de celui de Johann, tapé pam@aleHaudebourg, réalisé avedX, Inkscape pour les dessins. Mis & jour le
27/06/2007



2 Problemes d’intersection et de paraklisme

2.1 Cas de deux droites

Théoreme: soit D la droite du plan d’équatioax + by + ¢ = 0, (& b) # (0, 0), etD’ la droite du plan d’équation
ax+by+c =0, @,b) #(0,0). Alors:
a a

Dparall‘eleé@'ﬁ‘ b b ‘:O@ab’—a'bzo

-’

preuve: D / O & U(-b, a) et V(-b', &) sont colinéaires> ' ;b 5 |=0ea-ab=0

O

Proposition : soit D une droite du plan d’équation réduite- mx + p, et?’ une droite du plan d’équation réduite
y=mx+ p'. Alors : D paralléle ¥ < m=m

preuve: se ramener a une équation cartésienne et utiliseetaéme précédentd : y— mx— p =0,
D:y-mX-p=0.D)/D ol(-M+ml=0sm=n' m]

2.2 Cas de trois droites

Théoreme: soit D la droite du plan d’équatioax + by + ¢ = 0, (& b) # (0, 0), et?D’ la droite du plan d’équation
ax+by+c =0, @,b) #(0,0),Detd étant secantes en un poktAlors :

D" droite du plan passe pare D" : 1.(ax+ by + ¢) + X'.(@x+ b’y +¢) =0, (1, 1) € R? - {(0,0)}

Proposition: soitD : ax+ by+c =0, (a,b) # (0,0),D : ax+ b'y+c =0, (@,b) # (0,0) etD” :
a’x+b”y+c” =0.Alors:

a a/ aII
D, D', D" concourantes ou paralleles> | b b b’ |=0
C C/ C//

3 Applications

Exercice 1. montrer que les médianes d’'un trianglBC non applati sont concourantes.
Exercice 2. theoreme de Ménélais : séiBC un triangle non applatR € (AB), Q € (AC) et P € (BC). Montrer

ue—.—.— = 1< P,Q,Ralignés
g PC QA RB g

preuve: soit le repereA, AB, R:)). AIorsA:( 8 )

B— 0
1
),d’ou:@z( i_i)ﬁz( -

. B B pl
(BC).x+y_1d0ncP_( 1-21

B

PB 1-1 - RA 1- QC -1
PB = dncZ:—;R_>A= d donczzi;Q_C):—”doanzzﬂ—
e PC 1 1-v RB v-1 —H QA u
c(ll+£—}+1)=0
Aa+(@1-2).b+c=0 v MK
De plusP, Q,Ralignése { bu+c=0 = b= —
av+c=0 #
a=—

. - -1 1 1
De plus,c # 0,u # 0,v # 0 etd # 0 (sinon contradiction), et :—é +———+1)=05 uv=Au-Av+v
vVoopou

A-1 v u-1
A v=-1 u

=1 & puv=Au-Av+v (apres calcul). Donc on a bien:

=1 < P,Q,Ralignés

3l
2l
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4 Complements

-il n'est absolument pas nécessaire dans cet exposé dac gans un repére orthonormé (un repére quelconque
du plan stfit), ie on sa place darf? plan dfine (pas euclidien.

-pour désigner une droit® passant pah et de vecteur directed, on utilisera la notation®(A, U) ; dans le cas
euclidien, une droité) passant pah et de vecteur normal sera note®(A, ).

4.1 preuves

Théoreme: soit D la droite du plan d’équatioax + by + ¢ = 0, (& b) # (0, 0), etD’ la droite du plan d’équation
ax+by+c =0, @,b) #(0,0),Det?d étant secantes en un poktAlors :

D" droite du plan passe pa&re D" : A.(ax+ by +c) + X.(@x+ b’y +¢) =0, (1, ) e R? — {(0,0)}

preuve: soit f(x,y) := ax+ by + cetg(x,y) := ax+ b’y + ¢, D=(M(X;y), f(x,y) = 0}, D’'={M(Xy), 9(x,y) = O}
(&) soitD N D' = {A} avecA(Xa; Ya), et soitD’'={M(x; y), h(x,y) = 0} ou

h(x,y) := A(ax + by + ¢)+’(a’x + b’y + ¢’) pour un certain couplel( 1) € R? \ {0; 0}. On vérifie facilement que
P’ est une droite, et on af{Xa; ya)=0=0g(Xa; Ya), d’'ot h(xa; ya) = 0, doncA € D”

(=)soitD” c P, DND etAe D”. SoitN(xn; Yn) € D7\ {A}. Soit

h(x,y) := f(xn, Yn)-90Y) = (X Y).00, Yn)=2.F (X, y) — 2.9(x, y) en posantl = f(Xn,yn) €t = g(Xn, Yn)

Il est a noter quef((xn, Yn); 9(Xn, Yn)) # (0, 0) carD et D’ sont distinctes (car sécantes en un unique phjiet
N # A); ainsi @, 1) # (0, 0), eth(x, y) = 0 est bien une équation de droite du plae {M(X;y) € P,h(x,y) = 0}.
De plush(xa, ya) = 0 = h(xn, Yn), doncA = (AN) (carA e A etN € A), doncA = D", etona:

D': A(ax+by+c)+ A (@x+by+c)=0

Exercice 1. montrer que les médianes d’'un trianglBC non applati sont concourantes.

e
On se place dans le repere AB, AC). On a dondA(0; 0), B(L; 0),C(0: 1) A'(3;3), B'(0;3) etC'(3;0). De plus :
(AB):y=0,(AC): x=0et(PA):x-y=0
Equation deCC’) : ax+ by+c =0, or C,C’) € (CC’) donc{
donc CC’):-2x-y+1=0
Equation deBB’) : ax+ by + ¢ = 0, or (B, B’) € (BB') donc{
doncBB):—-x-2y+1=0
Soit I(x,y1) = (AA) n (CC), ie {

—% - g + 1 =0, donc AA), (BB') et (CC’) sont concourantes dn

al0+b+c=0 b=-c
at+b0+c=0 a=-2c

al+b0+c=0 a=-c
a0+bi+c=0 b=-2c

X =Y =0 _ } _ e . ,
X~y +1=0 o X = = y;. On vérifie bien qud € (BB’) car
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