
Arithmétique

1 Théorème de Fermat1

Théorème: soit p premier. Alors :
– ∀a ∈ Z, ap ≡ a[p]
– si pgcd(a, p) = 1, alors∀a ∈ Z, ap−1 ≡ 1[p]

Autre point de vue : (p premier,p ne divise pasa)⇒ ap−1 ≡ 1[p]

Exemple: p premier,a < p alorsap−1 ≡ 1[p]

2 Bezout

pgcd(a, b) = 1⇔ ∃(u, v) ∈ Z2⇔ ∃(u′, v′) ∈ Z2, au′ − bv′ = 1

2.1 Polyn̂omes

∀n ∈ N, an − 1 = (a − 1)(an−1 + ... + a + 1) = (a − 1)(
n
∑

k=1

an−k)

Si n impair,an + 1 = (a + 1)(an−1 − an−2 + ... − a + 1) = (a − 1)(
n
∑

k=1

(−1)k+1an−k)

Si n est pair, on ne peut rien dire.

3 pgcd , ppcm

∀a, b ∈ N × N∗, ∃!d ∈ Z tq. aZ + bZ = dZ. d s’appelle lepgcd dea et b
∀a, b ∈ N × N∗, ∃!m ∈ Z tq. aZ

⋂

bZ = mZ. m s’appelle leppcm dea et b

Autre définition possible :
d est appelépgcd(a, b) si(si) d|a, d|b et sid′|a, d′ |b alorsd′ |d
m est appeléppcm(a, b) si(si) m multiple dea et deb, et sim′ multiple dea et b alorsm′ multiple dem

4 Division Euclidienne dansZ

Théorème: Soient (a, b) ∈ Z×N∗. Il existe un unique couple (q, r) ∈ Z×N tq. a = bq+ r, avec 0< r 6 b

5 Congruence dansZ

Soientx ≡ a[n] et y ≡ b[n]. Alors :

1. x + y ≡ a + b[n]

2. x.y ≡ a.b[n]

Soientx ≡ a[n]. Alors :

1. p.x ≡ p.a[n], ∀p ∈ Z

2. xk ≡ ak[n], ∀k ∈ N∗

Si kx ≡ ky[n] et pgcd(k, n) = 1 alorsx ≡ b[n]

1Sources : Dixmier, Terracher, Pernot. Tapé par Gwendal Haudebourg, réalisé avec LATEX. Niveau : Capes. Compléments :
cf. leçons 9-11. Mise à jour le 31/07/2007
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6 Formulaire

1. ∀(a, b ∈ Z2), a.b = pgcd(a, b) ∗ ppcm(a, b)

2. pgcd(na, nb) = n.pgcd(a, b), ppcm(na, nb) = n.ppcm(a, b)

Exemple :pgcd(527, 408)= 17.pgcd(31, 24) = 17 carpgcd(31, 24) = 1
ppcm(527, 408)= 17.ppcm(31, 24) = 17.31.24

6.1 Gauss
{

a | c
b | c

et pgcd(a, b) = 1⇒ a.b | c

{

a | bc
pgcd(a, b) = 1

⇒ a | c

6.2 Divers

– Tout entier relatifk ∈ Z peut s’écrire :k = 2α.q, oùq impair

–
impair

pair
, entier

Si a | b et a | c, alorsa | bc
Si a | b et a | c, alorsa | bx + cy, ∀(x, y) ∈ Z2

pgcd(a, b) = d ⇒

{

a = da1

b = db1
et pgcd(a1, b1) = 1

7 Preuves Fermat

7.1 Preuve 1

Lemme : si p premier, alorsp | Ck
p, 0 < k < p

preuve: k! Ck
p = p.(p − 1)...(p − k + 1), doncp | k! Ck

p

Or pgcd(p, k!) = 1 carp premier, etk < p, donc par le théorème de Gauss :p |Ck
p , 0< k < p �

De plus : (x + y)p = xp +C1
pxp−1y + ... +Cp−1

p xyp−1 + yp

p | C1
p,...,p | Cp−1

p donc (x + y)p ≡ xp + yp[p], que l’on peut généraliser :

(x1 + ... + xn)p = xp
1 + ... + xp

n [p]

En prenantx1 = ... = xn = 1, on anp ≡ n[p]

7.2 Preuve 2

On noteraF ×p = Z�pZ où p premier,F ×p = (Z�pZ)× = (Z�pZ)∗ éléments inversibles (lorsquep
premier). On noterax ∈ F ×p par x pour simplifier les choses.

Dans un corps, tous les éléments sont inversibles sauf 0.F ×p a doncp − 1 éléments.
Soit x ∈ F ×p ⇒ xp−1 = 1 et x , 0 (ie p ne divise pasx)

Donc (p ne divise pasx)⇒ xp−1 ≡ 1[p]
Et ∀x ∈ Z, xp ≡ 1[p]
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7.3 Preuve 3

Soitφ : F ×p → F×p

x 7→ a.x
On voit facilement queφ est bijective (φ(x) = φ(x′) ⇒ a.x = a.x′ ⇒ a−1.ax = a−1.a.x′ cara inversible,
doncx = x′ doncφ injective.φ surjective car même nombre d’éléments au départ et à l’arrivée).

∏

x∈F ×p

x =
∏

x∈F ×p

a.x⇒
∏

x∈F ×p

x = ap−1
∏

x∈F ×p

x

or
∏

x∈F ×p

x est inversible, doncap−1 = 1 (ie classe deap−1 est égale à la classe de 1 dansF ×p ).

Donc (p ne divise pasa)⇒ ap−1 ≡ 1[p]
Et ∀x ∈ Z, xp ≡ 1[p]
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