Arithmeétique

1 Théoréme de Fermat

Théoreme: soit p premier. Alors :
—VYaezZ,a=ap
— sipged(a, p) = 1, alorsvVa € Z, aPt = 1[p]

Autre point de vue :§ premier,p ne divise pag) = aP! = 1[p]

Exemple: p premier,a < p alorsaP™ = 1[p]

2 Bezout

pged(a,b) =1 3(u,v) € Z2 & AU, V) e Z2, a0 —bv =1
2.1 Polyrbmes

VneN,a"-1=(a-1)@ 1 +..+a+1)=(a- 1)(2 a
k=1

n
Sinimpair,a®+1=(a+ 1)@ 1-a"2+..-a+1)=(a- 1)(2(—1)"+1a“‘k)
k=1

Sinest pair, on ne peut rien dire.

3 pgcd, ppcm

Ya,be Nx N* Jld € Ztq.aZ + bZ = dZ. d s'appelle lepgcd dea etb
Ya,be Nx N* dlme Ztq. aZ (" bZ = mZ. ms’appelle leppcmdeaetb

Autre définition possible :
d est appel&gcd(a, b) si(si) dja, d|b et sid’|a, d’|b alorsd’|d
m est appelgpcm(a, b) si(si) m multiple dea et deb, et sim multiple dea etb alorsm’ multiple dem

4 Division Euclidienne dansz

Théeoreme: Soient @, b) € ZxN*. Il existe un unique coupla|(r) e ZxNtq.a=bqg+r,avecO<r <b

5 Congruence dan<Z

Soientx = a[n] ety = b[n]. Alors :
1. x+y=a+b[n]
2. xy=ab[n]
Soientx = a[n]. Alors :
1. px=pan],¥pez
2. X = a[n], Yk e N*
Sikx = ky[n] et pgcd(k, n) = 1 alorsx = b[n]

1Sources : Dixmier, Terracher, Pernot. Tapé par Gwendatletaaurg, réalisé ave€lEX. Niveau : Capes. Compléments :
cf. legons 9-11. Mise a jour le A17/2007



6 Formulaire

1. V(a,b € Z?), ab = pged(a, b) * ppecm(a, b)
2. pgcd(na, nb) = n.pged(a, b), ppcm(na, nb) = n.ppcm(a, b)

Exemple :pgcd(527,408) = 17.pged(31, 24) = 17 carpged(31,24) = 1
ppcm(527,408) = 17.ppcm(31, 24) = 17.31.24

6.1 Gauss

alc 3
{ blc etpged(a,b)=1=ab]jc

a|be = ajc
pgcd(a, b) = 1

6.2 Divers

— Tout entier relatik € Z peut s’écrire k = 2%.q, ot g impair
impair .
- — + entier
pair

Sia|beta]c, alorsa| bc
Sia|betalc, alorsa| bx + ¢y, Y(xY) € Z2

a=da
pgcd(a, b) =d = { b dbi etpged(ag, by) =1

7 Preuves Fermat

7.1 Preuvel

Lemme: si p premier, alorg | CK, 0< k< p

preuve: k! C& = p.(p—1)...(p— k+ 1), doncp| k! C§
Or pged(p, k!) = 1 carp premier, ek < p, donc par le theoréme de Gaugs|CK,0< k< p m]

De plus : &+y)P = xP + CIxP-ly + ..+ CHixyP L +yP
p|C3,...p | Ch ™ donc &+ Y)P = xP + yP[p], que I'on peut généraliser :
(X + oo + )P = X0 + .+ X0 ]

En prenantx; = ... = X, = 1, on anP = n[p]

7.2 Preuve 2

On noteraF* = Z/pZ ou p premier,F = (Z/pZ)* = (ZpZ)" €lements inversibles (lorsque
premier). On notera € F* parx pour simplifier les choses.

Dans un corps, tous les éléements sont inversibles sdyf @ doncp — 1 élements.
Soitx € Fy' = xP1 = 1 etx # 0 (ie p ne divise pax)

Donc (p ne divise pax) = xP~ = 1[p]
EtvxeZ, xP = 1]p]



7.3 Preuve 3
Soit¢: Fg* — Fp
X >  ax

On voit facilement que est bijective §(X) = ¢(X) = a.x = ax = alax = alax carainversible,
doncx = X’ doncg injective. ¢ surjective car méme nombre d’éléments au départ eravée).

[1x= [Tax=[Tx-=[]x
XeF " XeF XeF XeF
or n x est inversible, donaP! = 1 (ie classe daP! est égale & la classe de 1 dans).
XeF

Donc (p ne divise pas) = aP~! = 1[p]
EtvxeZ, xP = 1]p]



