Anneaux et corps

1 Anneaux

Définition : (ANNEAUX)
Soit A1 un ensemble muni de deux lois de compositions

internes notées+” et“ - ”. On dit que (A, -) est un anneau

Si:

(i) (A, +) est un groupabélien

(ii) Laloi “ - " est associative

(iii) La loi “ - " est distributive par rapport a la lai

On peut résumer (iii) par¥x,y,ze A,on a:
X-(Y+2)=X-Y+X-2Z
(X+y)-z=%X-z2+y-z
Silaloi“ - " admet un élément neutre, on dit que {A; ) est
un anneau unitaire
Silaloi“ - " est commutative, on dit que (4, - ) est un

anneau commutatif.
Un élément de A est dit inversible s'il I'est pour la loi *

Exemples :Z, +,-),(Q, +,),(R, +, ),(C, +, )
(Z/nz’ +, ')!(MH(R)1+1')

Remarques :

n _
1. L’element neutre de la loi % " sera souvent noté 0, celuinon nulntel quea’ =

Exemples: (R,+,), (Q,+,"), (C,+,) (Z/pZ,+,") [oU p premier]
sont des corpsZ+,-) n'est pas un corps car seuls 1 et -1 sont
inversibles (par la loi)/ (Mn(R), +, ) n'est pas un corps car il
existe des matrices non inversibles.

Deéfinition : (DIVISEUR DE ZERO)

Un élément de A est dit diviseur de zéro a droite
(respectivement a gauchessi 0 et s'il existeb # 0 tel que
a-b=0(respb-a=0)

Définition : (ANNEAU INTEGRE)
Un anneau A est dit intégte'il est sans diviseur de zéro,
autrement dit :

a-b=0=a=00ub=0

Remarques :

1)Z, Q, R etC integres

2) Z/6Z n'est pas integre car 2 et 3 sont des diviseurs de zéro :
2-3=0 et 32=0 dansZ/6Z

3) Sip est premier, alorg&/pZ est integre (mettre la preuve)

4) Mp(R) est un anneau unitaire non integre.

Proposition : A corps= A anneau integre

Définition : (ELEMENT NILPOTENT)
Un élément € A est dit nilpotent s'il existe un entier naturel
0. L'indice de nilpotence da (ou

de la loi “- ” sera souvent noté 1 cei(et appelé eIement' ordre® dea) est le plus petit entier naturel non mutel que

unité ou unité).

a"=0.

2. Un élément de A est bien sir toujours inversible pour D€finition : (Sous-ANNEAUX)

loi “ + " car (A,+) est un groupe.
3. En général, on impose a ;) d’'étre unitaire.

Un sous-ensemble B de A est dit un sous anneau si{Rst
un anneau.

4. On utilisera un abus de notation bien répandu : on not®@marques :

'anneau (A#+,-) par : A.

-La définition de sous-anneau est beaucoup moins utilisé g

5. Si1=0 (ie si 'element neutre de la loi¥” est le méme que la notion de sous-groupe.
celui de la loi “- ", alors A=0 (anneau trivial). Les deux-On peut aussi définir un sous-anneau par

anneaux dits "anneau trivial” sont : 0 et A. Dans certai

livres, 0 n’est pas considéré comme un andeau

6. Lorsqu’un élémenk € A est inversible (pour la loi
bien sdr), son inverse est unique.

7. Les élements neutres 0 (pour la lei”y et 1 (pour la loi

“.")sont uniques.

Définition : (corps)

On appelle corgsun anneau unitaire dans lequel tout élémerz

non nul est inversible

Isources : Gourdon, Waggemann, Pajitnov, Danny-Jack Mefiemier.
Tapé par Gwendal Haudebourg. Mis a jour 1¢0&12007
2pajitnov considére que tous les anneaux sont unitaires

3Nous supposerons que 0 est un anneau dans ce cours (en &iivants

de M.Pajitnov)
41l existe une définition équivalente de corps :
Soit K un ensemble muni de deux lois de compositions internes et
“."(K,+,) estuncorps si:
(i) (K, +) est un groupe abélien
(i) (K™ ,“ - ™) est un groupe

"Befinition equivalente :

Un sous-ensemble B de A est appelé sous anneau de A si :
()(B,+) est un sous-groupe de &),
(ii)Pour toutx,y € B,on ax-y € B

remarque : sin # +1, alorsnZ n’est pas un sous-anneaude
(car ne contient pag).

ldeaux

Définition : (IpEaL)

Soit | C A. On dit que | est un idéal a gauche (respectivement
idéal a droite) de I'anneau (4,-) si (i) (I,+) est un

sous-groupe de (A,)

(i) xellyeA=xyel

(ilevV(x,y) elx A, xyel

50n excluera l'anneau 0, en le considérant comme nonsiatégne
définition pour éviter ce cas est donné ds le cours der@gjit Un anneau

(iii) La loi - est distributive par rapport a la loi” Sila loi “ -” est commutative, A est dit intégre si 2 0 et s'il est sans diviseur de zéro.

on parle de corps commutatifs.

60n privilegera cette terminaison



Un anneau bilatére (ou tout simplement un idgee A estun 4 Morphismes d’anneaux

idéal a gauche et a droite de A, ie :

Définition : (MORPHISME D’ ANNEAUX)

Soient A et B deux anneaux. On appelle morphisme d’anneau

V(x @) elx A xacletaxel (ou homomorphisme d’anneaux) de A dans B toute application

. f:A->Btq:
Rerr!a[ques : () f(x+y)=f(X) + f(y), VX, yeA
-Un idéal est un sous-anneau de A (i)8 f(x-y) = f(X) -f(y), Yx,yeA

-La notion d’idéal est en quelque sorte I'analogue pour les
anneaux de la notion de sous-groupe distingué.
-Si A est commutatif, alors pour toute A, I'ensemble P .
Définitions : (ISOMORPHISME)

XA. =@, a € A.‘} (que_l on nf)te aussm_() ),ESt un ideal de A . Un morphisme d’anneatiest dit monomorphisme diest
-Si A est unitaire et si E | ou | est un idéal de A, la propriété .

- - injectif

(ii) entraine que=A (car, pourtouae A, x.1=xe€l) . , L, .

-Siunidéal | de A possede un élément inversibtie A, alors ;Jl?rjr:(;irfphlsme dranneatiest dit épimorphisme i est

I=A": . , - .

-0 et A sont des idéaux de A lt;Ji?e::r:i(;rphlsme d’anneafiest dit isomorphisme di est

Proposition : Deux anneaux (A+," - ") et (B,+," - ) sont dits isomorphes

Une intersection d'idéaux de A est un ideal de A. Une somnteil existe un isomorphismé : A— B

finie d’idéaux de A est un idéal de A. Soit f un morphisme d’anneaux. Alokser f est appelé noyau
. de f, Imf est appelé image de ou :

Définition (ANNEAU PRINCIPAL) Kerf={x € A, f(x) = 0)=f-1({0})

Soit (A+, -") un anneau. Un idéal | de A est dit principal s'iljmf={y € B, Ix € A tq f(x) = y}={f(X), x € A}
existex € A tel que (x). On note alors=(x).
L'anneau A est dit principal s'il est commutatif, unitaire, remarques :

intégre, et si tous les idéaux de A sont principaux. Soit f : A— B un morphisme d’anneaux. Alotsnf est un
sous-anneau de B<er f est un idéal de Adonc un

Remarque: Il suffit de I'existence d’urx € A tel que EXA (ie
sous-anneau de A

un x tel que E(x) ) pour que | soit principal.

Proposition : Les anneau& etR [X] sont principaux. exemple :
P:Z—2Z/nZ
Définition : (IDEAL ENGENDRE) X — [X] est un morphisme d’anneaux, avec les lois définies
Soient K1, X2, ..., Xn) N €léments de A. Le plus petit idéal plus haut
contenant les éléments, Xy, ..., X, €st appelé idéal engendré
par (X1, Xz, ..., Xn), €t Noté : &1, Xo, ..., Xn) ON A : Proposition :
(X1, X2, +os Xn) i={X0 - Y1 + X2 - Y2 + o + X0 Vi) Soient A et B deux anneauk,: A— B un morphisme
yi €A Vi=1.n} d’anneau. Alors :
Proposition : A est un corps si et seulement si tous les id’ea%ga?fjteuz ideal de A, et i est surjectif, alord (A) est un

de A sont triviaux. Si I’ est un idéal de A f-1(I) est un idéal de A.

Limage (et 'image réciproque) pdr (respectivement pair')
3  Ahheaux quotients d’un sous-anneau (donc d’un anneau) est un sous-anneau
(donc un anneau).
Comme pour les groupes, on peut définir la notion de quotiditf) est isomorphe a 'anneau quotientier f
sur les anneaux. Etant donné une relation d’équivalenserR
A, on cherche a faire de/R un anneau en le munissant des loRemarque: La derniere assertion de la proposition est impor-
(X+y=xX+Yy tante. C’est souvent le moyen le plus rapide pour montrangu’
()X y=X-y anneau est isomorphe a un anneau quotient.
Si ces lois sont bien définies (c’est a dire que ne dépénden
pas des représentants choisisxdety, on dit que R est com- Proposition : (FACTORISATION DES MORPHISMES D’ ANNEAUX)
patible avec la structure d’anneau. On montre que les oekatiSoit f : A— B un morphisme d’anneauxd A un idéal tel
d’équivalences compatibles avec la structure d’anneatid® que I Ker f. Alors, il existe un unique morphisme d’anneaux
la formexRy & x—y €, ou | est un idéal de A. Si tel est leg: A/I— B tel que le diagramme suivant soit commutatif :
cas, AR est un anneau (muni des loi définies plus haut) appelé

anneau quotient et not&/IA 8Et pas : f hom. de groupe pour la loi . car (A, .) pas forcémengroupe !
De plus, faire attention a la loi . employée : pas forcéni@méme dans A et
7on privilegera cette terminaison dans B.



De plus, sif est surjectifg est un isomorphisme :

f

AlﬁAz

S\,
A,
/Kerf

Définition : (IDEAL PREMIER-IDEAL PRINCIPAL)
Soit I ¢ A unidéal. | est appelé premier si :

xyel=(xelouyel)

| est appelé maximal s'il n’existe pas d'idéal J de A tel dge
JCA

Propositions :

1) Un idéal maximal est premier

2) | est premier= A/l est intégre
3) | est maximak= A/l est un corps

Proposition : nZ est un idéal premier» nZ est un idéal
maximals n est premier

Proposition : Les idéaux deZ sont de la formenZ (ie
coincident avec les sous-groupesZjeet :
‘ P PREMIER < Z/PZ INTEGRE < Z/pZ CORPS‘

5 Elements irreductibles

Définition : (ELEMENT IRREDUCTIBLE)
Un élémenix # 0, x € A est appelé irréductible sin’est pas
inversible et six = a.b = ainversible oub inversible)

Remarques:

(1) les élements irréductibles @esont les nombres premiers
(rappel : les éléments sont dits inversibles, s'ils letgmur la
loi “ - ™)

(2) soientp,, p irréductibles. Alorspged(p1, p2) Ou p1 ~ P2

Proposition : soit x # 0. Alorsx est irréductible= (x) est un
idéal premiers (x) est un idéal maximal

Théoreme(décomposition d’un élément) : soit+ 0. Alors
soit x est inversible, soit il existepg, ..., pk) € A inversibles,
u € Ainversible, tels que = u.p;...p« (2 permutation pres)

6 Anneaux Euclidiens

Définition (Anneau euclidien) : soi un anneau integre. On
dit queA est euclidien s'il existe une fonctidx
A - {0} — N telle que:

(1) N(ab) > N(b), va,b € A— {0}
(2)Va,be A b 0,3!(q,r) e Atg.a=bg+r
N(r) < N(b)

(r=00u

La fonctionN est appeléeorme euclidienne

Exemples :
1. Z est euclidien, avebl(x) = |X|
2. Z[i] := {m+ in, (m, n) € Z?} est euclidien,

avecN(z = x +iy) = x? + y2. Z[i] est appelé anneau des
nombres de Gauss.

3. K[X] est euclidien, avebdl(P) = deg(P)

Théoreme: A anneau euclidiess A principal

6.1 Anneau de Gauss

Rappel Z[i] := {m+in, (m, n) € Z?} est euclidien,
avecN(z = x + iy) = x* + y2. Z[i] est donc aussi principal.
Eléments inversiblesZ[i]* = {1, -1,i, —i}

Proposition 1: soitu # 0, u € Z][i]. Alors
uinversibles N(u) =1 o u e {l1,-1,i,-i}

Proposition 2: N(2) premier= zirréductible.

Proposition 3: soit p un nombre premier. Alors :
(1) p n'est pas irréductible dargi] © An,me Z tq.
p=n’+n?

(2) sip=mmod 4, alorsp est irréductible dana

Exemples:

2 +iirréductible caN(2+i) =5€ P

2=(1+1i).(1-1) n'est pas irréductible (car=produit de deux
facteurs non inversibles dafi])

5= 22 + 12 et 5 premier donc pas irréductible

2 = 12 + 22 et 2 premier donc pas irréductible

N(3) = 9 pas premier, mais 3 irréductible (car réciproque
Prop.2 est fausse)



